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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА 


Первый том эйлерова „Введения“ настолько богат материалом, что заслуживает 
даже не одной, а целого ряда специальных монотрафий. При чтении этой книги я 
остановился на ряде интереснейших -вопросов, требующих дальнейшего углубления 
и разработки. Однако ограниченность времени, бывшего в моем распоряжении, не 
дала мне возможности осуществить эти намерения; предлагаемые здесь вводная статья 
и примечания отнюдь не являются поэтому научной монографией; это — простая 
сводка уже давно известного материала, в которую лишь кое-где внесены собственные 
мои наблюдения. Мною использована в значительной мере, местами весьма близко 
к подлиннику, существующая литература вопроса. Для примечаний использован це- 
ликом библиографический комментарий А. Крацера и Ф. Рудио в последнем издании 
Эйлера, причем примечания А. Крацера отмечены у меня буквами А. В., а приме- 
чания Ф. Рудио буквами Ф. Р. Все примечания без подписи, как подстрочные, так 
и в комментариях, принадлежат мне. Из ближайших предшественников Эйлера я озна- 
комился в подлиннике только с Валлисом и Моавром; вся остальная информация 
почерпнута, не считая общих трудов по истории математики — М. Вантора, Г. Г. Цей- 
тена и Г. Вилейтнера, — из книги А. Вг!11 има М. М№Мб%&Ъет, П1е ЕпбмеКкемтя 4ег 
'Греоме ег а1вефгалзепеп РипкЯопеп ш &Цегег ци пецегег Де, ЛаргезЪ. 4. ДешёзеВ. 
Мабв.- "егелр1еато, 3, 1892—1894, стр. 107—566; из статей: Е. Ват 010461, Омоше 
е ргито 111710 4е] са1с01о дегИ питастал, Зеепйа, Во1оста, т. 33, 1928, стр. 71—81; 
А. Ао 111, [а %е011а» 4е1 [осатИлу да Мепсой аа Ешего, Рег1о4. 491 Мащегта., т. 2, 
1922, стр. 430—451; десЕ, О1е Ипбускецис 4ез ЕапкИопетестИ Г, Мей. дез Маё\.- 
паф. Уегетз 21 ЗижИсать, 2-я серия, 8, 1906, стр. 33—45; А. Нигм!4 2, Обег @1е 
ЕибумсКете ег а]сететет Тпеотг1е ег апаГУИзереп КопкЯопеп ш печетег ей, 
Уеграп ппзеп 4ез пцегпаНоп&еп Мабфетайкег-Копстезз, Т, 1897, стр. 81—112; 
В. У\Уефь, ле Епбмекелтозсезс ее 4ез ЕипкКИопзест Нез, 1155., Вазе] 1891; 
Р. 5ё&сКке|, Ешегз УегФеп%е ит Фе еететаге Ма ета 4х, Хей Г. таб. 
Отфетис В, 38, 1907, стр. 300—307; Р. а. ХоПу, Ое Ещей шемз$ де апеЙор чз 
стешат из, Неефего 1834 1). | 


1) Дальнейшая литература указана в примечаниях в конце книги. 
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Перевол сделан с первого ‘издания 1748 г. Поправки, сделанные неизвестной 
рукой на принадлежавшем сыну Эйлера, а‘ныне находящемся в библиотеке Академии 
наук СССР экземпляре „ПитодисЙо“, равно как и наиболее существенные поправки, 


внесенные Крацером и Рудио, отмечены в примечаниях. 
Автор вступительной статьи и примечаний просит читателей отнестись снисхо- 


дительно к возможным недосмотрам и ошибкам, неизбежным при том ограниченном 
сроке, которым он располагал для своей работы. 


С. ЛУРЬЕ 


Ленинград, 
5 июня 1934 г. 
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ОБ ЭЙЛЕРОВОМ „ВВЕДЕНИИ В АНАЛИЗ БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ“ 


С. Лурье. 


Величественное, широко задуманное сочинение, кото- 
рого самого по себе было бы достаточно, чтобы сделать. 
имя Эйлера бессмертным. 


_ Из предисловия А. Крацера к последнему 
изданию „Введения“. 


Цель и характер своего сочинения сам Эйлер в предисловии к нему обргсовал 
с такой полнотой, что к его словам мало что остается добавить. Однако, как высоко 
мы ни ставим это замечательное сочинение, мы не считали бы правильным ограни- 
читься несколькими ничего не значащими похвальными словами и фактами биогра- 
фического и библиографического характера. Нас интересует в данном случае не 
личность Эйлера, & общий ход развития математики, приведший ее к нынешним ее 
позициям, сочинение же Эйлера — только одна из страниц в этой истории, страница 
чрезвычайно типичная и показательная. Понятно поэтому, что особенности и недо- 
статки, которые характеризовали всю ту стадию развития математики, на которой 
находился Эйлер, присущи — иногда в наиболее выпуклой форме — и ее гениальней- 
шему представителю. | 

Обращая внимание на эти стороны творчества Эйлера, я отнюдь не собираюсь 
отрицать того, что Эйлер „оригинален и ни с кем не сравним“, что его „Введение“ 
‚и ныне надо не только читать, но и внимательно изучать“, и что „ни один мате-. 
матик не прочтет этой книги, не обогатив своих знаний“. Каждый гений работает 
в круге определенных, предуказанных ему историей границ, в круге определенных 
понятий, из которого он не в состоянии выйти, и эта предопределенность нисколько 
не бросает тени на его гениальность. 

Обратимся к предисловию Эйлера, посмотрим, какие задачи он ставил себе 
в этом сочинении, и попробуем дать ответ, как он эти задачи выполнил. 

Первой и основной задачей — задачей, о которой говорит самое заглавие книги, — 
было сообщение учащемуся всего того, ч-о в ХУШ в. являлось необходимым для 
понимания анализа бесконечно малых и что не входило в тогдашние курсы алгебры. 
„Когда я составил себе план полного трактата об анализе бесконечно малых, — 
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писал Эйлер Гольдбаху 4 июля 1744 г..—я заметил, что для изучения разбираемых 
в нем вопросов необходимо знание очень многих вещей, которые, собственно говоря, 
не относятся к анализу и нигде еще не разобраны. Эти-то вещи и составили мое 
сочинение, являющееся как бы преддверием к анализу бесконечно малых“. 

Речь здесь не идет, конечно, о логическом обосновании операций с бесконечно 
малыми: такой цели Эйлер себе здесь вовсе не ставит. Его цель — истребить в уча- 
щемся „ложные идеи“ (регуегзаз 14еа5) о бесконечно малом, страх и недоверие 
* инфинитезимальным операциям. Он достигает этого двумя путями: во-первых, по- 
нятие бесконечного вводится в вопросах, носящих на первый взгляд чисто алгебраи- 
ческий характер, исподтишка и исподволь, как бы контрабандой (зепзппа еф диаз 
ртгаег ехрефбайопет), во-вторых, ряд вопросов, которые впоследствии учашийся 
будет разрешать методом бесконечно малых, Эйлер разрешает здесь методами эле- 
ментарной алгебры, чтобы учащийся, заранее убедившись в правильности выводов, 
получаемых путем анализа бесконечно малых, уверовал в допустимость и действен- 
ность этого метода !). Следуя таким образом в структуре своей работы ряду своих 
предшественников, начиная с Вавальери, он был еще беззаботнее их в обосновании 
начал анализа; его цель прежде всего педагогическая: „учитесь прилежно — вера 
придет к вам впоследствии“, как говорил по этому же поводу одному из своих уче- 
ников Лопиталь. | 

Что же сообщает Эйлер читателям этой книги о бесконечно малых и бесконечно 
болыпших числах? Как мы знаем, в 1748 г., в год выхода в свет „Введения“, были 
уже написаны „зи ю0тез сыеаН ЧШегепиа[$“, где Эйлер решительно становится 
на точку зрения Ньютона, по которой бесконечно малые суть абсолютные нули; вся 
сущность исчисления бесконечно малых состоит в создании особого алгоритма для 
действий над нулями — специальных правил для деления и умножения различных 
нулей друг на друга, ибо в данном случае важно не только то, что величина стала 
равной абсолютному нулю, но также из чего этот нуль произошел. Однако до 1748 г. 
Эйлер не был столь последователен в этом вопросе: будучи воспитан в духе школы 
Бернулли, он только постепенно и с трудом освобождалея от лейбницианских кон- 
цепций 2). Следы этого лейбницианетва можно заметить в $ 114 нашей книги, где 
бесконечно малое определяется как „столь малая дробъ, что она только-только не 
равна нулю“ (фтасНо фа ех1сща, 0ё ит поп по $ аедиа5). ВУ 134 утвер- 
ждается, как нечто само собой очевидное, что произведение двух множителей, из 
которых один — бесконечно малая, а другой — бесконечно большая величина, пред- 
ставляет собой конечную величину (5% = шйпИе ратуйз, 5 эцет ® патегиз шИлЁе 
шатиз, 1 5 г Нийае шастИа91$); в предисловии (стр. 26), имея в виду это 
место, Эйлер поясняет, что бесконечно малые величины — это величины минимальные. 
и хак бы исчезающие (пш/ её дла81 еуапезсел Из; в „Лиференциальном исчислении“ 
Эйлер уже, конечно, говорит не диаз1, а рготзит — „совершенно“). Наконец, в $ 156 
мы встречаемся с эйлеровым алгоритмом для действий над бесконечными количе- 


1) Опо Гас Шаз дешеерз абзчае тео вашииаз$ сопзепзиз еасеа%. 
2) См. мою статью „Эйлер него псчисление нулей“ в сборнике „Леонард Эйлер“, издан- 
ном Институтом истории науки и техники Академии наук СССР, Лгр. 1935, стр. 51—81. 
1 
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А 
ствами: мы узнаем, что (в современных обозначениях) > Хх со = 4, тогда как 


4 — 4 ‹ет быть приравнено нулю. Шри этом А это п еменная ^^ 
у ©, <) ==> И МОЖ р р у . р 2о ер у 


в частном случае я == со, а 2 — это переменная = в таком же частном случае. 

Разумеется, этот алгоритм большой математической строгостью не отличается 
и тпускает вовсе из виду ряд возможных случаев, но ему нельзя отказать в нагляд- 
ности и простоте. 

Впрочем, Эйлер вовсе и не стремился дать всюду логическое доказательство 
выставляемых им положений: неполная индукция, прием доказательства, до сих пор 
господствующий в биологии и смежных © ней дисциплинах, вполне его устраивает 
и кажется ему весьма убедительной. 

Приведу несколько примеров. В 8 28 Эйлеру нужно доказать, что всякая функ- 
ция 2, высший член которой 7-й степени, разлагается на я множителей первой сте- 
пени. Для этого он показывает, что функция первой степени состоит из одного 
множителя первой степени, квадратная разлагается на два, кубическая на три. 
„Поэтому целая функция 2, в которой показатель высшей степени 2 равен и, будет 
содержать я простых множителей“ 1). Вот и все доказательство! 

В 67! мы имеем дело, если можно так выразиться, с „заведомо неполной“ 
индукцией. Совсем в духе Валлиса закон бинома, выведенный и доказанный только 
для целых показателей, без дальнейших разговоров распространяется и на дробные 


показатели. 
Тот же прием применен и в 8 139. В 8 133 доказывается, что 


(соз2-= У — 11 2)? = воз 22 — 1зт 22, 
(в032-=У — 151 2)3 == с0$ 32 == У — 151 32. 
Отеюда методом неполной индукции Эйлер без дальнейших рассуждений заключает, 


что и вообще 
(соз2=У — 1 $1 2)" = во; я2 = У — 1 эт пг. 


Поскольку в основу этого рассуждения положено последовательное перемножение 
одинаковых сомножителей: 


(082 У — 1 311 2) (в0оз2 У — 13112) (соз2- У —1зт2) ит. д. 


это рассуждение имеет смысл только при целом я; между тем Эйлер, преобразовав 
полученное уравнение к виду 


У —1 эт яг = (воз2-Н У —1 т 2)" — (в0оз2— У — 151 2)”, 


Нисколько не задумываясь, принимает 9 —= с 


1) Наше Тапейо 1рзаз г пцеота, м даа ехропепз затшае робезбаз Трзраё 2 е5$ = п, со пе- 
Е м {асбогез зппрИсез. 
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Иногда для Эйлера последним решающим соображением является наглядность. 
Утверждая в $5 105, что логарифм может быть рациональным числом только в том 
случае, если число есть степень основания, он тут же прибавляет, что 102 не может 


быть и иррациональным числом, ибо если 1070=У/ п, то получится 
а'" =, 


„чего не может быть, если @ и 6 рациональные числа“. Здесь чутье не обмануло 
Эйлера, но рассуждение его абсолютно неубедительно. 
Наоборот, показав (5 120), что 


92 98 94 
2,30258 = 9—5 +; —титд, 


он, тем не менее, говорит, что этот вывод невразумителен (ЧИН саКег п\цеШе1 рофез%), 
так как результат сложения нескольких первых членов дает результат, несхожий 
с 2,30258. 

Мы видим, таким образом, что Эйлер, не стремясь дать своим читателям строго 
математическое, чуждое внутренних противоречий понятие о бесконечно малом 
и о математическом доказательстве вообще, хочет внушить им соответетвующие 
навыки и развить в них специфическое чутье. И этого Эйлер достигает в большой 
мере; вепомним, что в то время анализ бесконечно малых еще строился в зна- 
чительной части на рядах, а прочитавший „Введение“ получал солидные навыки 
в суммировании рядов. Нет нужды, что Эйлер даже не ставит нигде вопроса о схо- 
димости рядов и, ничто же сумняшеся, суммирует бесконечные ряды: внутреннее 
чутье предостерегало его от ошибок, и это чутье он и стремилея привить своим 
ученикам. 

Второй задачей Эйлера было более полное и систематическое, чем обычно (ифег!аз 
абдие 415 пе 11$), изложение некоторых вопросов алгебры, которые до тех пор изла- 
гались недостаточно стройно (поп 5а\5 асситае). Заслуга Эйлера в этой области 
исключительно велика и совершенно неоспорима. До Эйлера эти вопросы, в самом 
деле, ни разу не трактовались систематически. Даже Лков Бернулли, ближе всего 
стоявший к Эйлеру в этом отношении, не может серьезно приниматься в соображение 
как предшественник Эйлера: его „РозМопез агртейсае 4е земефиз шЁпН$ еагитаие 
зипта Ноа“ (1689—1704), во-первых, посвящены одному узкому вопросу, а, во-вто- 
рых, написаны трудным языком, бессистемно и непедагогично. Что же говорить 
о Валлисе, Моавре и „Атртейса иуегзаП $“ Ньютона, где без больших изменений 
занесен на бумагу случайный, прихотливый ход мыслей в голове ученого! 

Чтобы иллюстрировать эту параллель примером, я сравню вывод формулы Моавра 
\ самого Моавра и у Эйлера, здесь 5 133. К сожалению, в примечании к этому пара- 
графу я мог поместить вывод Моавра только с пропусками, опуская места, вовсе не 
имеющие отношения к поставленной себе Моавром задаче. 

Общий ход рассуждения Моавра такой. В начале первой книги он дает без 
всякого доказательства лемму, которая уже содержит в себе по существу доказы- 
ваемую теорему и из которой теорема получается в результате нескольких проетых 
алгебраических действий. Вторая книга содержит схолии, т. е. пояснительные приме- 
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чания к первой книге, и здесь Моавр пространно рассказывает, как он пришел 
к своей лемме. Он начинает с вопросов, в сущности, не имеющих отношения к по- 
ставленной им себе задаче: он находит флюксии площадей секторов равнобочной 
гиперболы, причем выставляет необоснованное утверждение, что эти флюкеии отно- 
сятся, как самые площади. Получающееся отношение он разлагает в ряд. Затем, 
возвратившись после этого ненужного экскурса Е исходному пункту, он показывает, 
что площадь гиперболического сектора есть— 105 (х— у); если площади двух секторов 
относятся, как и:1, то 
(21 — 91)" == 45 — Чо. 


Отсюда, обозначив 2, — у, через 2 и подставляя это выражение в уравнение гипер- 
болы (хорошо известное Моавру): 
ый 


н^ > 


и=Ь 
(2, — 91) (2 --у,)=1, 
2(2-- 2у,) =1, 
(2, — 5) =1, 
(15 — У) (2. -- У) =1, 
25 — Уз == (7, — 1)" =", 
г” (= -- 295) =1, 
можно без труда получить уравнение 
22 -|- 22, =1, 
22" | 227 = 1. 


Но Моавр этого не делает: он приходит к такому же результату, но кружным 
и путаным путем, причем по дороге для чего-то разлагает и эти функции в ряд. 

Функции эти он преобразует затем к такому виду, чтобы в левой части был 1/3. 
Потом он подмечает, что для того, чтобы получить из уравнения равнобочной ги- 
перболы (22 — 1/2 =1) уравнение круга, достаточно у? заменить на — 1/2, и без вся- 
кого доказательства принимает, что то же произойдет и в том случае, если уравнение 
выражено вуив #=х— 9. В круге же площади пропорциональны дугам, откуда 
и получается искомая зависимость. | 

Эйлер обходится не только без этих сложных выкладок, но и вообще без вся- 
вой геометрии. Возводя 

воз2— У — 1зша 
в квадрат, он получает 
60522 —2У/ — 1 с05 251 2 — зп? а, 
и так как 
6032 2 — 5112 2 = 60592, а 9 с0$ 2 5щ = —= $1 9+, 
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то 
(соз2— У — 151 2)? = с03 22—У/ — 1 92; 


таким же путем получает он и разложение выражения 
(с0оз2— У — 131 2), 

откуда по индукции находится разложение выражения 
(в082—У —135щ2)". 


Если мы отвлечемся от применения Эйлером неполной индукции, то убедимся, 
что он дал удивительно простое, короткое и ясное доказательство, тогда как дока- 
зательство Моавра носит характер нагромождения друг на друга ряда процедур, лишь 
случайно и окольным путем приводящих к нужному выводу. 

Вее сказанное делает понятным замечание Штекеля !): „Эйлер особенно замеча- 
телен как научный организатор. Благодаря созданному им математическому языку 
ему удалось изложить почти всю математическую науку его времени с почти энци- 
клопедической полнотой. Его „Питодасйо“ быто в течение ряда лет основным учеб- 
ником математики. эдесь Эйлер не только оставил на материале, усвоенном им 
от предшественников, печать своего гения, но и присоединил целый ряд новых 
открытий. При этом ему пришлось иметь дело и с устоями этого грандиозного здания, 
в чем также немалая заслуга его пред математикой; если мы теперь знаем, что эти 
устои нуждаются в дальнейшем укреплении, то мы не должны терять исторической 
перепективы: в учебниках Эйлера математические положения образуют единую стройную 
математическую систему, и такая математическая строгость была выдающимся фактом 
для его времени“. 

По справедливому замечанию Крацера, „«Нитодасв0» знаменует начало новой 
эпохи: это сочинение стало образцом не только по содержанию, но и по языку, 
и предопределило дальнейшее развитие математической науки“. 

Эйлер подчеркнул, что весь анализ бесконечно малых зиждется на переменных 
величинах и их функциях (етса даа без уаттаЪЦез еагатоае ГапеНопез уетзабит). 
`Гретьей задачей Эйлера было поэтому создание теории функций. Он справедливо 
заявляет, что впервые дал пространное изложение учения о функциях (агоатепеат 
Че ипеИоп из шргИи1$ Га$11$ ехрози]). 

В самом деле, несмотря на то, что интуитивное представление о переменной 
и функции существовало уже у древних, впервые строгое определение этого понятия 
кал Эйлер. Древние имели представление о переменной величине, изменения которой 
обусловлены изменениями некоторой другой переменной величины, равно как имели 
н представление о непрерывном изменении величин. Однако аналогичное нынешнему 
представление о функции имело в древности место почти исключительно в геометрии. 


-— 


1) БасКе!], Еегз Уегепз&е иш Фе е]етепфаге МахветаЕ, Ие{зерт. {. шабъет. Опфет- 
пс, 38, 1907, стр. 303. 7 
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Так, понятия геометрического места и диоризмы, т. е. крайних значений, при которых 
возможно решение геометрической задачи, предполагают, что величина под влиянием 
условий задачи может в определенных пределах непрерывно изменяться. В творениях 
Герона и Диофанта мы находим, правда, следы того, что древним было не чуждо 
и чисто алгебраическое представление о функции, но на последующее развитие мате- 
матпики оказали влияние не эти работы, а произведения классической античной мате- 
матики, в первую очередь Евклида, Аполлония, Архимеда. В самом деле, когда Декарту 
в его „015со0т5 4е 1а& те ое ропг еп сопаште 1а га1зоп Че сфегейет 1ез убг 63 Чалз 
]ез з61епсез“, вышедшем в 1637 г., приходится иметь дело с величинами как функ- 
“циями, то он вынужден изображать как числа, так и обобщенные алгебраические 
выражения в виде отрезков; при этом все алгебраические действия, включая возве- 
дение в степень и извлечение корня, постоянно переводятся на язык геометрических 
построений. Конечно, эта геометризация относится у Декарта, в сущности, к области 
математической философии и терминологии: в действительности его заслуга состоит 
как раз в том, что он, наоборот, свел все геометрические процессы к чисто алге- 
браическим преобразованиям уравнений. Но тот факт, что, в отличие от прикладной, 
научная алгебра впервые выходит в люди в обличии аналитической геометрии, крайне 
показателен для истории представления о функции. 

Ньютон сделал значительный шаг вперед в сторону алгебраизации представления 
о функциональных изменениях, но характерно, что даже в столь далекой от геометрии 
области; как учение о рядах, Ньютон не может обойтись без чисто геометрических 
образов, каковы координаты кривой и перенос их начала, ветви кривой, квадратура 
кривой и т. д. Его замечательные мысли о выражении любой функции в виде степен- 
ного ряда содержатся в сочинении, озаглавленном „Аналитическая геометрия“ 
(„аеотейла эпуйса“). 

Самый термин „функция“ (Ё1с410), как и целый ряд других терминов, полу- 
чивших господство в нынешней математике, создан впервые Лейбницем. Этим тер- 
мином Лейбниц обозначает абесциссу, ординату, касательную, подкасательную, радиуе 
кривизны и всевозможные другие отрезки (,еф аЙаз шпатегаз“), связанные с опре- 
деленной точкой на кривой так, что между каждыми двумя из них существует некая 
зависимость !). И Лейбниц остается, таким образом, в круге чисто геометрических 
представлений. 

Определение функции, свободное от всяких геометрических образов, дал впервые 
учитель Эйлера Ив. Бернулли 2) при решении изопериметрической задачи: „Функцией 
переменной величины называется количество, образованное каким угодно способом 
из этой переменной величины и постоянных“. Этот отход от геометрических образов 
был началом новой эпохи в изучении функций; недаром это новое определение при- 
вело в восхищение Лейбница 3). 


т) Моуа са1еиН @1егепмаИв аррИса410, Асба Егиаогиш, Тре. 1694. 

2) Метошге 4е Гаса4. гоуа1е 4ез всепсез & Рагз, 1718, стр. 132: „Оп арреПе {опейоп 4’чапе 
зтап4еиг уайа Ме ппе 4иал46 сошрозбе 4е чие]аие шап!ёге Чие се 50$ 4е себе отапеиг уаг1а Ме 
её де сопзфалфея“. 

3) Теа! её Вегпоц! соштегошт рЬЙозоршеию, т. 1, письмо ГХХУ, стр. 386: „Р]асе 
4104 ареШа\1опе шпасЯопим $3“. 
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Если Бернулли, таким образом, впервые показал, что для определения понятия 
функции нет нужды в каких бы то ни было геометрических представлениях, то честь 
построения первого стройного учения о функциях, обходящегося без всяких геоме- 
трических представлений и даже без чертежей, принадлежит его гениальному ученику. 
Это сделано в издаваемом нами первом томе „Введения в анализ бесконечно малых“. 

В самом деле, Эйлер эмансипировал свое учение о функциях не только от 
геометрии, но иот учения о бесконечно’ малых, которое до его времени было нераз- 
рывно связано с геометрией. Он создает особую отрасль математики, пограничную 
между элементарной алгеброй и анализом бесконечно малых, которая с этого времени 
получает казвание алгедраического анализа. В издаваемой нами книге впервые опре- 
деление понятия функции взято за исходный пункт. Вначале Эйлер, исходя из 
педагогических соображений, довольствуется просто определением Бернулли: „Функция 
переменного количества есть аналитическое выражение, составленное каким-либо 
образом из этого переменного количества и чисел или постоянных количеств“. Дав 
такое определение, он подразделяет функции на различные виды: на алгебраические, 
которые он в свою очередь делит на рациональные, иррациональные и трансцендентные: 
„первые — это те, которые образуются только при помощи алгебраических действий; 
вторые — те, в которые входят и трансцендентные действия“. Что касается транецен- 
дентных функций, то представление о них у предшественников Бернулли и Эйлера 
ке отличалось четкостью; эти ученые являются здесь в значительной степени лишь 
основоположниками. 

Если Ив. Бернулли впервые стал рассматривать логарифмы как аналитические 
величины, то Эйлер сделал то же в отношении триговометрических функций. Об этом 
он свидетельствует сам !): „Как я полагаю, я впервые ввел в. алгебру синусы и 
тавгенсы угла так, чтобы с ними можно было обращатьея, как с другими величинами, 
и беспрепятетвенно производить всякого рода операции“. Действительно, взглянув на 
приведенный ниже на стр. 329 и ел. отрывок из произведения его непосредетвенного 
предшественника Моавра, мы убедимся, что Моавр понимает под косинусом длину 
определекной ливии в круге, притом изменяющуюся не только в зависимости от угла, 
‚вби в зависимости от длины радиуса. 

Точно так же и Грегори понимал под тангенсом лизмию, проведенную в круге 
того или иного радиуса; Эйлер же первый ввел вместо тригонометрических линий 
отношения их к радиусу. 

Впрочем, что касается логарифма, то формулировка этого понятия была еще и 
у Бернулли недостаточно отчетливой. Только Эйлер впервые дал удовлетворительную 
его формулировку; при этом он исходил из „обращения“ действия возведения 
в’ степень; он впервые заметил, что степень имеет два „обращения“ — корень 
п логарифм. Эта точка зрения получила общее признание только в ХХ в.; в на- 
стоящее время она перешла во все учебники. 

Иеходя из другого привципа, Эйлер делит функции на однозначные и много- 
зкачные (ГапеИопез ипПоттез, шшИЮгтез). Трудно сказать © определенностью, 


1) Мота сошшепф. Регор., 1154 её 1755 (1760), стр. 164, ср. А. у. Втаапшй В}, В101. шадВ. 
3360, стр, 14. 
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имел ли Эйлер достаточно отчетливое представление о неявных Ффунециях, хотя он 
и подразделяет функции еще на явные и неявные, а в своем „Диференциальвом 
исчислении“ 1!) дает такое замечательное определение понятия функции, предста- 
вляющее собою большой шаг вперед по сравнению с определением Бернулли, поло- 
хекРым в основу настоящей книги: „Величины, зависящие от других так, что © из- 
монекием вторых измевяются и первые, принято называть их функциями“. В самом 
деле. самал термитология Эйлера, (РапеИопез ехрНеЦе, ГапеЙопез НорНеЦе) заставляет 
предлолагать, что он считал в принципе возможным преобразование всякой функции к 
яввому вилу (неразрешимость уравнений высших степеней ле была еще доказана в его 
время); называя неявную функцию функцией нарПеКе, он как бы указывал на то, что нау- 
ка раньше или позже сформулирует эту функциональную зависимость в явном виде: 
выразит: значение неизвестного в явной форме нельзя, „потому что обычная алгеба, еще 
нс достигла такой степени совершенства“ °) ($ 8); „весьма часто из-за несовершен- 
ства алгебры эти функции нельзя выразить явно; тем не менее эта взаимность функций 
имеет такой характер, как если бы все уравневия могли быть разрешены“ ($ 17). Точно 
так же он потому считал гебя вправе безоговорочно пользоваться понятием транс- 
цендентной функции, что мыслил себе ее в духе того времени замененной чисто 
алгебраическим бесконечным рядом; о том, что такие ряды ве всегда имеют смысл, 
у Эйлера ясного представления еще не было. 

С другой стороны, необходимо отметить, что Эйлер впервые ввел понятие фунх- 
ции комплексного ареумента. 

До Эйлера к мнимым числам относились крайне подозрительно и недоверчиво. 
Держались того мнения, что уравнение, которое приводит к мнимым корням, бес- 
смысленно и абсурдно. Результатом этого было то, что эти величины цервоначально 
примевяли с величайшей осторожностью: лишь тогда правильность теоремы, дока- 
завной с помощью мнимых чисел, считали несомненной, если эта теорема могла быть 
выведена и другим путем. Бернулли, найдя свою формулу для тангенсов и котан- 
гевсов, аналогичную формулам Моавра для синусов и косинусов (см. примечания, 
стр. 334), видел ее главное преимущество перед формулами Моавра в том, что она 
дает возможность выразить {2 ис всегда как вещественную функцию $5 о: 

„Эта формула, правда содержит и мвимые или невозможные количества, но эти 
холичества исчезают в каждом отдельном елучае, и, таким образом, то, что невоз- 
можно само по себе, служит для нахожбения того, что возможно“. | 

Эйлер, как мы говорили уже, впервые принял во внимание при установлении 
понятия „функция“ и комплексные аргументы; именно, к своему определению: „Функ- 
ция переменного количества“ и т. д. он еще делает` специальное примечание: „Не 
будет изъято ни одного значения, какого функция не могла бы принять, поскольку 
переменное количество будет принимать также и мнимые значения“ 3). 

Огромное значение Эйлера в этой области состоит прежде всего в том, что 
он открыл в уравнении г” = воз «--$3ша весьма простую и удобную связь между 


7) 5 Иопез са1сай аШегепйаИз, 1755, РгаеЁа Мо, стр. УТ. 

2) См. примечание 1 (к 87). 

5) „Медие иЦавз уз]0от бебетипафиз ехоГрребих диет Ёапсйо 1п4цеге педиеа, сит даапёКаз уа- 
г121$ ЧаоЧие уа]огез Нпатаг!108 туо]уаф“. 


2 Зак. 3250. Эйлер. Введение в анализ бесконечао малых. 
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`показательными и тригонометрическими функциями и, таким образом, дал прекрасный 
снособ выражения алгебраических логарифмов в виде тригонометрических функций 
комплексных аргументов (см. примечания, стр. 334—335), благодаря чему заодно и вопросе 
о хогарифмах отрицательных чисел, столь долгое время занимавший величайших 
математиков, как Лейбниц, Бернулли, Даламбер, разрешилсея в пользу Лейбница !). 
Впрочем, говоря о стройности эйлерова учения о функциях, не следует этой 
стройности преувеличивать: как мы видели, он не всегда проводит резкую границу 
между практически удобными и математически строгими формулировками. Так, на- 
пример, в ряде вычислений важно вещественное значение кубического корня; на 
этом основании Эйлер замечает, что если функция при всех значениях переменной 


принимает только одно вещественное значение, как, например, У Р,‚где РЬ однознач- 
ная функция, то в большинстве случаев можно и эту функцию принимать за одно- 
зназную (реготоаие 1060 йтеЙо0п1$ итоги изиграт! рофез5, 8 15). 

Четвертая задача, которую себе ставит Эйлер, уже не педагогическая, а чието 
научная. В круг общего образования тогда входила ТОЛЬКО элементарная алгебра; 
вопросы, разбираемые во „Введении“, имели главвым образом в виду читателя-уче- 
ного, который не только будет читать, но, как выражается Эйлер, и „хпражнять свои 
силы в том, чтобы еще шире раздвинуть границы Авализа“ (утех хааз ехегсеат 
Ппездие Апа]узеох иКез1аз рготоуеал4). Эйлер стремится поэтому в данном сочинении 
х трем вещам: 1) заимствуя веюду, где можно, открытия своих предшественников, 
доказывать их более коротким и убедительным способом, исходя из других начал 
(ех аз ретериз), благодаря чему он как бы становится совла, тельцем этих открытий 
(поп емецат ратбет тИЙЯ ут@еате роззет); 2) открывать совершенно новые (р]апе 
поуа) теоремы и 5) открывать новые методы, дающие неисчерпаемый источник для 
вовых открытий ({от4ез, ип4е рига шота шуетёа а@пие Вапгр" диеап$). 

Нетрудно убедиться, что эти задачи разрешены Эйлером блестяще. Новые, зна- 
чительно более убедительные и простые доказательства он дал ($ 114 и сл.) для 


развертывания 
со 

® ЕЙ 
е = (1+ >) ‚ 


полученного до него Даниилом Бернулли; для знаменитой формулы Моавра (5 133), 
А 
о чем мы говорили выше; для формулы Валлиса, выражающей значение — 
(3 185): далее, он ва новых основаниях построил учение о рекуррентных рядах, 
впервые сформулированное тем же Валлиеом (гл. ХИГ); дал новое решение знамени- 
той задачи Леонардо Пизанского о взвешивании наименьшим числом гирь всевозмож- 
вых тяжестей (5 329): дал доказательство для способа нахождения приближенных 
корней уравнения, предложенного Бернулли, но не обоснованного им (гл. ХУП). 
Не менее поразителен список новых открытий Эйлера, содержащихся в разби- 


раемом здесь томе. Так, Эйлер дал чието алгебраическое доказательство положения, 


1} Ре ]а соптоуегзе ещте Мгв. Бери с$ Вегпом зат 1ез ]1обатИршез её пошфгез пёёд- 
$8 её? уваостатгез. Шзойте 4е Раса@бпие тоуа1е 4ез зс}епсез её дез ЪеПез 1ейтев. 1749. 
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ч.0 всякое целостенезное уравнение с отрицательным свободным членом и четной 
высшей степенью имеет хва действительных корня (& 37); далее он показал, каким 
путем дообъ вида 
Р 
(2 — @) (#— 6) (#—с)’ 


может быть разложена на ряд слагаемых: 


А В С 
-- Ро, 


х-— а х —6 


положив начало нозому чрезвычайно плодотворному методу неопределенных коэфи- 
циентов ($ 40); оп жал новый способ решения уравнений с помощью переменного 
параметра ($ 46); он вывел впервые уравнение амортизации 


т 7 —Ь 
7 @& — — 
% —\1 


(8 111); в разбираемой нами книге он впервые вывел знаменитую „формулу Эйлера“: 


ей те 2 


05 я — 
о 2 


($ 138); наконец, развернув дробь 
1 
азам ааа)... 
в ряд 
Тена — 0—6 422-1126 —.., 


(8 323), он нашел впервые одну из тех 93-функций, которые впоследствии Якоби 
положил в основу теории эллиптических функций. 

Я не буду останавливаться на той огромной методологической роли, которую 
сыграла эта книга Эйлера в теории чисел п учении о рядах, в частности, рекур- 
рентных, являющихся воистину эйлеровыми науками. Популярность этой книги 
сразу же стала так велика, что, например, введенные здесь Эйлером символы е 
и ти название „мантисса“ сразу же получили всеобщее распространение. 

Для современников главной новизной в книге Эйлера было проведение резкой 
границы между алгеброй и геометрией. Вынеся геометрическое введение в анализ 
бесконечно малых во второй том „Питойчено“, Эйлер тщательно избегает в разби- 
раемом нами томе всего геометрического: в нем даже нет ни одного чертежа! Это — 
настоящая антитеза к Кавальери, который, трактуя вопросы, требующие алгебраиче- 
ского подхода, допускал только умозаключения и доказательства шоте сеоте1со. Эта 
элиминация геометрии в разбираемой нами книге ие всегда плодотворна в научном 
смысле; зато она содействует целостности и логической стройности построения. 

Обозначения Эйлера мало чем отличаются от нынешних; особенности их мы почти 
не воспроизводим в тексте, так как такое воспроизведение без вужды увеличило бы 


технические гипографские трудности. Мы перечислим здесь вкратце эти особенности: фор- 


2*— 
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оно фо же. 


мулы не пишутся с красной строки; знаки функций набираются курсивом; после 
знаков тригонометрических функций ставитея точка, а иногда и буква А (агеиз — 
дуга): 

5т.2 или 5т.А.г, вместо т 2; 


4419.2 вместо аго&х 2. 


Дробный показатель часто изображается при помощи знака деления: 


, а4 — Ва 
во — : 
29 —:? вместо 2 Р 


21: вместо 2 


Е 

. 3 

(вирочем, в тех случаях, когда показатель степени представляет очень громоздкое 

выражение, мы сохранили обозначение Эйлера); знак корня пишется без черты, 

т. е.. не У ‚а всегда У, а стоящие под корнем многочлены заключаются в скобки, 

например, У (23-53); вместо 22 пишется 25, например (а-| 2) =аа-- 2ах + хх. 
Мы сохранили следующие особенности обозначений Эйлера: мнимая единица 

обозначается знаком |/—1, тогда как $ означает не У—1, а бесконечность (шй- 

пот); логарифм обозначается курсивной буквой 1; ж обозначает пропуск степени 

в расположенном по стененям многочлене, например 


—1-— 65 ж-+- 823 


означает 
0—1 —6%-- 0. 12-84253. 


В первом издании „Пёгодаейо“ содержится еще посвящение парижекому ака- 
демику Мэрану (Х. Г. Ообоцз 4е Магап); мы не приводим его, так как оно на- 
писано не Эйлером, а книготорговцем Бускэ (Воцздиеё) в Лозанне, у которого Эйлер 


издавал книгу. 
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(По последнему изданию Крацера и Рудио) 


фго4исф10 11 -апа|1уз11 101101$60- 
тит. Апофоге Геопвагао Еп|его, рго- 
{ез50ге гег1о ВегоНпеп8!, еф асадетае ппре- 
ав зе агат Рефгоро]Цалае 50610. Тошлз 
ргипиз, гравюра -|- портрет (Мэрана)-|- (2) 
-+ ХУГ-| 320 стр. -- 1 табл. Тошиз зесип4 из, 
(2) {- 398 -- (1) стр. {40 табл., Гамзалпае, 
ариа Магсат-М1евае]ет Вопз4иеф еф 806108, 
1748, 4°. 
Последующие издания и переводы: 


. Издание с новым титульным листом. Гал- 


заппае, ара ЛШаш Непгеим Ро еф вос., 
1183. Точное воспроизведение 1-го изд.; недо- 
стает только гравюры и портрета Мэрана- 


. Еа10о пота. Тошмз ргипиз, ХУГ- 320 стр. 


Тошиз весип4из, (2) | 398 стр.--16 табл. 
12411, ара Вегпиазеф, ПОаатоШеге, Ез]аае 
е$ зос., 1797, 4°. 


. Пбтобасйор а Гапа]Тузе 4ез1пЙпииео$ рез 


де М. Ещег. Тгадаце да ат. Ртепу6ге раг- 
Яе. Раг М. Ре22А. Рг6о6а6е 4е 1’&0оое @4е 
М. Ещег ргопопсб а ]а гепстбе 4е Гасаётие 
тоуа1е 4ез з‹1епсез 1е 6 {6ушег 1785 раг М. 
1е шага1; 4е Соп4огсеф. Портрет - 6 {- 1У 
-- 44 + ХИ - 346 -| (2) стр. А Э\тазромтге апх 
46репз 4е 1а Птал7е асаабииаае 1786, 8°. 
Вторая часть должна была появиться в пе- 
реводе Крампа, но не вышла в свет. 


Гобтодис оп & Гапа]узе тЙп166з0а]е раг 
6опага Елет; фгадиЦе аз 1аЙп еп тапсалз, 
ауес дез пофез еф дез ве]алгоззетепфв, раг 


у. В. Ъафеу. Тоше ргепег, ХУ -+ (2) + 364 
стр. Тоше зесопа, (12) -|- 424 стр. -{- 16 табл. 
А Раз, сЪез Вагго1з, а1пб, Рап [У (1196), 
её Гап У (1797), 4©. 


. Издание с новым титульным листом. Раз 


Васве!Йег, 1835. 


. Геопрага Ещегв ЕшеНмяпо 1п 4е Апа]уз1з 


4ез ОпепЯИсвеп. Ачз дет Габе!п1зсвев бЪег- 
322$ ипа ш\ф Аптегкапгеп пп 7азёеп 
фе?]ЛеЦеф уоп Фоь. Апаг. Сг. М!еъевеп. 
Егвфев Вась, ХХПУ -| 626 -| (3) стр. -+ 2 табл. 
/мецез Впаев, (УТ) -{ 518 стр. - 8 табл., Вег- 
Цп, Ъеу Сат] Маё24огИ 1788, 8°.— Существуют" 
экземпляры © наднисью на титульном листе. 
„ВегИа, Ъеу 5121зтипа Егедтсв Незве, 1788“ 
В 1191 г. Михельсон выпустил еще „третью 
книгу“ „Г годисН0“ с подзаголовком: „Тео- 
рия уравнений“. Однако первый заголовок 
только сбивает с толку читателя, так как 
эта книга не имеет ничего общего с „шёго- 
дисйо“, а представляет собой собрание, соста- 
вленное из переводов алгебраических работ 
Эйлера [„Ое {0гш!5 га@слт аедааНопиаю 
ошазаце ог41п18 сошесбао“ (Соттепё. асад. 
зе. Реётор. 6, 1139/3, 1138, стр. 216) и „Ое 
гевоаЧопе аедиаопиш  счТаву!8 огайав“ 
(№0у1 сотшепф. аса4. вс. Рефгор., 6, 1762/33, 
1764, стр. 701] и Лагранжа. 


1) Эти работы напечатаны теперь в Цеопьата1. 


Еч]ег1 Орега ошша, сер. Г, том 6, стр. 1 и 170 
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Ч. 


Меце ппуегяп4еге рег1сВИ24е АпПасе, Вгвфез 
ВисЪ, ХУ! -+ 456 стр. -{- 1 табл. Дмецев Вмев; 
УШ -+ 392 стр. - 8 табл., ВетИа, Вейтет, 1835 
ира 1836. 

Ее{иаие шт 91е Апа]уз!в 4ез ОпераЙсьет. 
Уоп Цеопвага Ещег, Егзбег Тей. [шз Оещёвсве 
ирегбгагеп уоп Н. Мавег. Х -{- (1) -- 319 стр., 
ВетИп, Эргшеег 1885, 8. — Продолжения не 
было. 


. Геопьзт@ Еаег! Орега омша зар амзр!сИ$ 


Зос1е4аз Заеп агит МабатаНат Не]уейсае 


о пр и инмиир. 


едепда сигачегиох Рег@оап@а Кодю, Адой 
Ктатег. Апдгеав Зревег, [01 Сизбауе Ча 
Разашег. Зейев риша Орега та\ешайса 
Ус] птер осбауцюм. [еобБаг 4; Ещег; [агодасНо 
101 апайузшю Тойойогаюш Тотаз ргИшовз. АФ- 
1ес6а езё Елег! е4{Йо1ев а0 падает аЪ Е. 
Напатайп р1сбаш ехргезва Е 4егоп& Афон 
Ктатег е$ Ког41аоа Ва@о Портрет -|- ХГ- 2 
гравюры -- 392 стр., Шрёае её Вегойш, Ту- 
р!3 её ш аедиз В. @. Тешпем, 1922. 


ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 
БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ 


ТОМ НЕРВЫЙ 


[МТКОРОСТШЮ 


ТМ АМАЕТГМ 


ТМЕТМТТОКОМ. 


ЧОСТОКЕ 


ТЕОМНАКОО ЕЧГЕВО, 


Рио[б"е Кео ВЕвОГтмЕМЗТЬ 9 Асааетиа [т 
реа бсепнагит РЕТЕОРОТ1ТАМА 
$0С10. 


ТОМ РВ!М ИЗ 


ГАОЗАНММА, 


Аруа Млксим-Муснлегем ВБочзОуЕТ & $06105. 


МОССХ Е УТЕЕ 


НИ] и" 


ПД 


ры 


д м 


См 


м 


] и | № . 
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ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА 


Нередко мне приходилось замечать, что большая часть трудностей, на которые 
наталкиваются в анализе бесконечно малых изучающие математику, возникает оттого, 
что, едва усвоив элементарную алгебру, они направляют свои мысли к этому высо- 
кому искусству; веледетвие чего они не только как бы остаются стоять на пороге, 
но и составляют себе превратные представления о той бесконечно малой величине, 
идея которой призывается на помощь. Хотя анализ бесконечно малых не требует 
совершенного знания элементарной алгебры и всех сюда относящихея искусств, 
одвако есть много вопросов, разрешение которых важно для подготовки изучающих 
к более высокой науке и которые, однако, в элементарной алгебре либо пропускаются, 
либо рассматриваются недостаточно обстоятельно. Поэтому я не сомневаюсь, что. 
содержание этих книг сможет восполнить с избытком указанный пробел. Л приложил 
старание ле только к тому, чтобы пространнее и отчетливее, чем обычно, изложить 
все, чего безусловно требует анализ бесконечно малых; я развил также довольно 
иного вопросов, благодаря которым читатели незаметно и как ‘бы сверх ожидания 
могут освоиться с идеей бесконечного. Много вопросов, разбираемых обычно в ана- 
лизе бесконечно малых, я здесь разрешил при помощи правил элементарной алгебры, 
чтобы тем лучше выявилась сущность того и другого метода. 

Труд этот делится на две книги: в первой из них я охватил то, что относится 
к чистому анализу, во второй изложено весе, что необходимо знать из геометрии, 
так как анализ бесконечно малых часто излагается так, что одновременно показы- 
вается и его приложение к геометрии. В обеих книгах опущены первоначальные 
элементы, и ведется изложение лишь того, что либо в других местах вовсе не 
рассматривается или рассматривается менее удобно, либо требуется по тем или 
иным соображениям. 

Учение о функциях особенно обстоятельно изложено в первой книге, так как 
весь анализ бесконечно малых вращается вокруг переменных величин и их функций. 
Там показано как преобразование функций, так и разложение их, а также разверты- 
вание в бесконечные ряды. Перечисляются многие `виды функций, относительно 
которых речь должна итти преимущественно в высшем анализе. Прежде всего я 
развлелил их на алгебраические и трансцендентные; первые из них образуются из 
переменных количеств путем алгебраических действий; вторые же составляются 
иными способами или посредством тех же действий, повторяемых бесконечное 
множество раз. Алгебраические функции разделяются прежде всего на рациональные 
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и иррациональные; я показываю разложение первых из них как на более нростые 
части, так и на множителей; эта операция оказывает весьма большую помощь 
в интегральном исчислении. Для вторых я указываю способ приведения их 
к рациональной форме путем удобных подетановок. Развертывание в бесконечные 
ряды касается в одинаковой степени 0боих видов; к трансцендентным функциям 
оно применяется обычно с огромной пользой, а в какой степени учение о бесконеч- 
ных рядах расширило высший анализ, —это всем известно. 

Поэтому я прибавил несколько глав, где рассматриваются свойства, а также 
суммы многих бесконечных рядов. Некоторые из них таковы, что вряд ли могли бы 
быть найдены без помощи анализа бесконечно малых. К рядам этого рода относятся 
те, суммы коих выражаются или посредством логарифмов, или при помощи круго- 
вых дуг; количества эти, будучи трансцендентвыми, так как они выражаются путем 
квадратуры гиперболы и круга, по большей части рассматриваются лишь в анализе 
бесконечно ` малых. Затем я перехожу от степеней к показательным количествам, 
представляющим не что иное, как степени с переменными показателями. От пре- 
образований их я перехожу к весьма естественной и богатой идее логарифмов; 
отеюла не только вытекает, само собой, их весьма обширное применение, но также 
можно получить все те бесконечные ряды, посредством которых обычно предета- 
вляются упомянутые количества. Из этого выясняется весьма простой епособ составления 
логарифмических таблиц. Подобным образом я занималея рассмотрением дуг круга; 
этот род величин хотя и очень отличается от логарифмов, однако связан с ними 
настолько тесно, что, когда один из них получает мнимый вид, то переходит 
в другой. Повторив затем из геометрии относящееся к нахождению синусов и косинусов 
кратных и дробных дуг, я вывел из синуса или косинуеа любой дуги синус и косинус 
минимальной и как. бы исчезающей дуги, и тем самым был приведен к бесконечным 
рядам. Отсюда, так как исчезающая дуга равна своему синусу, а косинус ее равен 
радиусу, я мог сравнить любую дугу с ее синусом и косинусом посредетвом беско- 
нечных рядов. Здесь я получил столь разнообразные как конечные, так и бесконеч- 
ные выражения для количеств этого рода, что исчислению бесконечно малых не 
придется более широко заниматься исследованием их природы. Подобно тому как 
логарифмы требуют особого алгоритма, в котором ощущается крайне настоятельная 
потребноеть во всем анализе, так и количества круговые я привел к некоторому 
определенному алгоритму; таким образом при вычислениях и логарифмы и сами 
алгебраяческие количества могут применятьея одинаково удобно. Как велика про- 
истевающая отсюда польза для решения труднейших вопросов, ясно похазывают 
как некоторые главы этой книги, так и весьма многие примеры из анализа бесконечно 
малых, которые можно было бы привести, если бы они не были уже достаточно` 
известны и не увеличивались в числе с каждым днем. 

Это исследование принесло весьма болыпую помощь при разложении дробных 
функций на действительные множители; этот вопрос я рассмотрел подробнее, так 
как такое разложение совершенно необходимо в интегральном исчислении. Далее я 
подверг изучению бесконечные ряды, которые возникают из разложения функций 
этого рода и носят название рекуррентных; здесь я вывел как их суммы, так и общие 
члены, а также другие замечательные их свойства, и так как к этому привело 
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разложение на множителей то я разобрал и обратную‘ проблему, каким образом 
произведения многих, даже бесконечного числа, множителей путем перемножения 
развертываются в ряды Это не только открывает путь к изучению беечисленного 
количества рядов; так как этим способом можно разлагать ряды в произведения 
яз бесконечного числа сомножителей, то я нашел довольно удобные числовые вы- 
ражения для нахождения логарифмов синусов, косинусов и тангенсов. Кроме того, 
я вывел из того же источника решение многих вопросов, которые могут возникнуть 
пре разбиений чисел на слагаемые; вопросы подобного рода без помощи этих 
приемов, новадимому, превышают силы анализа. 

Такое разнообразие материала легко могло разрастись ва много томов; но я 
дал все, по мере возможности, настолько сжато, что веюду излагается — весьма, 
впрочем, яспо — лишь основное; более же подробная разработка предоставляется 
трудолюбию читателей, дабы они имели на чем упражнять свои силы, чтобы еще 
шире раздвинуть границы Анализа. Не боюсь открыто заявить, что в этой книге 
ае только содержится много совершенно нового, но также указаны источники, 
откуда можно черпать многие замечательные открытия. 

Точно так же я поступил и во второй книге, где исследовал вопросы, обычно 
относимые в высшей геометрии. Однако, прежде чем приступить к ковическим сече- 
ниям, к которым в других курсах обычно сводится вся эта часть, я изложил теорию 
кривых линий вообще, которая затем могла бы быть с пользой применена для изу- 
чевия природы каких бы то ни было кривых линий. При этом я не пользуюсь 
никакими другими вспомогательными средствами, кроме уравнения, выражающего 
природу каждой кривой линии, и показываю, как из этого уравнения можно вывести 
как фигуру кривой, так и ее основные свойства. Это особенно важно, как мне 
кажется, в применении в коническим сечениям, которые до сих пор изучались либо 
только при помощи геометрии, либо хотя и при помощи анализа, но весьма не- 
совершенным ий неестественным путем. Сперва я изложил общие свойства линий 
второго порядка, исходя из, общего уравнения для этих линий; затем подразделил 
их на роды или виды, руководясь тем, имеют ли они ветви, уходящие в бесконеч- 
ность, или же кривая заключена в конечном промежутке. В первом случае пришлось, 
вверх того, принять во внимание, сколько ветвей уходит в бесконечность и какова 
природа каждой из них, а также имеют ли они асимитотические прямые или нет. 
Так я получил три обычных вида конических сечений, из коих первый — эллинсис, 
целиком заключенный в конечном промежутке, второй — гапербола, имеющая четыре 
бесконечные ветви, стремящиеся в двум асимптотическим прямым; третьим же видом 
является парабола, имеющая две бесконечные ветви, у коих отсутствуют асимптоты. 

Далее, я сходным образом подверг исследованию линий третьего порядка, 
которые, изложив их общие свойства, я разделил на 16 родов, отнеся в этим родам 
все 72 вида Ньютона. Самый же метод я настолько отчетливо описал, что деление 
по родам можно осуществить без труда для каждого из последующих порядков 
линий. Соответствующий опыт я и проделал применительно к линиям четвертого порядка. 

Покончив с этами исследованиями, относящимися Е порядку линий, я вернулея 
х отысканию общих свойств всех линий. Я изложил метод определения касательных 
к кривым, их нормалей, а также и самой кривизны, выражаемой через радиус 
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прикасающегося круга. Ве эти вопросы в настоящее время по большей части 
решаются помощью диференциального исчисления; однако я изложил их здесь 
только на основе общей алгебры, дабы сделать затем более легким переход от ана- 
лиза конечных величин к анализу бесконечно малых. Я исследовал также точки 
перегиба кривых, точки угловые, двойные и кратные и изложил способ, при помощи 
которого все эти точки могут быть найдены из уравнений без всякого труда. 
Впрочем, я не отрицаю, что эти вопросы значительно легче разрешаютея помощью. 
диференциального исчисления. Я коснулея также спорного вопроса об угловой точке 
второго порядка в случае, когда обе дуги, сходящиеся в угловой точке, имеют 
Еривизну, обращенную в одну и ту же сторону, и изложил этот вопрос так, что 
впредь он уже не может вызывать каких-либо сомнений. 

Затем я прибавил несколько глав, в которых ноказываю, как найти кривые 
хиний, обладающие заданными свойствами, и, наконец, дал решения ряда задач, 
хасающихся отдельных рассечений круга. 

Таковы те отделы геометрии, которые, повидимому, наиболее полезны для 
изучения анализа бесконечно малых. В качестве приложения я изложил еще из 
области `стереометрии вычислительную теорию тел и их поверхностей и показал, 
каким образом природа каждой поверхности может быть выражена уравнением 
с тремя переменными. Разделив: затем, подобно’ линиям, и поверхности на порядки 
сообразно числу измерений, которыв имеют переменные в уравнении, я показал, 
что в первом порядке содержится только плоская поверхность. Поверхности же 
второго порядка `я, приняв во внимание части, простирающиеся в бесконечность, 
разделил на шесть родов. Подобным же образом может быть произведено деление 
и для остальных порядков. Я подверг рассмотрению также и линии пересечения 
двух поверхностей; так как эти линии по большей части кривые, не лежащие 
в одной плоскости, я показал, как такие кривые могут быть выражены уравнениями. 
Наконец, я определил положение касательных плоскостей и прямых, являющихся 
нормалями к поверхностям. 

Впрочем, так как многое, здесь встречающееся, описывалось уже другими, то 
мне надлежит просить снисхождения в том, что не везде я почтил упоминанием 
тех, кто до меня работал в этой области. Моей задачей было. изложить. все как 
можно короче; история же каждой проблемы сильно увеличила бы объем труда. 
Однако многие вопросы, решение которых можно найти также в иных местах, здесь 
‘разрешены исходя из других принципов; таким образом немалая часть приходится 
и на мою долю. Надеюсь, что как это, так особенно и то совершенно новое, что 
здесь сообщается, будет принято с благодарностью большинством тех, кто находит 
вкус в этих занятиях. 
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КНИГА ПЕРВАЯ 


ГЛАВА 1 


О ФУНКЦИЯХ ВООБЩЕ 


1. Постояниое количество есть количество определенное, сохраняющее всегда 
одно и то же значение. 


Такими количествами являются всякого рода числа, потому что они сохраняют 
постоянно одно и то же, однажды полученное значение; если нужно постоянные коли- 
чества этого рода обозначать знаками, то для этого употребляются начальные буквы 
алфавита, а, 6, сит. д. В обыкновенном анализе, где рассматриваются только опреде- 
ленные количества, эти первые буквы алфавита означают обычно величины известные, 
а последние буквы — величины неизвестные; в анализе же выешем это различие не 
стараются так тщательно соблюдать, так как здесь по преимуществу заботятея о таком 
различении величин, которым устанавливается постоянство одних и переменность 


других. 


2 Переменное количество есть количество неопределенное или всеобщее, которое 
содержит в себе всевозможные определенные значения. 


Так как все определенные значения могут быть выражены числами, то переменное 
количество охватывает совокупность всех чисел. Как из понятий индивидов образуются 
понятия видов и родов, так переменное количество является родом, в котором содер- 
жатся все определенные количества. Такие переменные количества обозначаются обычно 
последними буквами алфавита 2, у, х пт. д. 


3. Переменное количество становится определенным, когда ему дается какое- 
либо определенное значение. 


Переменное количество может быть определяемо бесчисленными способами, 
поскольку вместо него можно подставлять все решительно числа. Смысл переменной 
величины не будет исчерпан, если на ее место не подставить всех определенных вна- 
чений. Таким образом переменная величина охватывает собою решительно все числа, 
как положительные, так и отрицательные, как целые, так и дробные, кзк рациональные, 
так и иррациональные и трансцендентные. Даже нуль и мчимые числа не исклюзаютел 
из значений переменной величины. 
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4. Фунхция переменного количества есть аналитическое выражение, составленное 
хахим-либо образом из этого переменного количества и чисел или постоянных 
холичеств. 


Веякое аналитическое выражение, в котором, за исключением переменного коли- 
чества 2, все остальные количества, составляющие это выражение, постоянны, будет 
фувкцией =; так, 


а-- 32, @2—42?, а -НЬ Уе— 2, с 


и т. д. будут функциями =. 


1. 
5. Следовательно, функция переменного количества сама будет переменным 
холичество.м. 


Гав как вместо переменного количества можно подетавлять все определенные 
значения, то функция примет бесчисленное множество определенных значений; не бужет 
изъято ни одно, какое функция не могла бы принять, поскольку переменное количество 
будет принимать также и мнимые значения. Так, хотя функция‘ У9 — 2? при 
подетановке вместо 2 действительных чисел никогда не может принять значение больше 
трех, однако, если ‘давать 2 мнимые значения, как, например, 5 У —1, то нельзя укз- 
зать никакой определенной величины, которая не могла бы быть получена из формулы 
уэ — 2?. Иногда, однако, ветречаются функции только кажущиеся, которые удер- 
живают всегда одно и то же значение, как бы ни изменялась переменная ‚величика, 
как, например, 
а2—@2 


а — 2? 


они хотя ошибочно представляются на вид функциями, однако на самом деле являются 
количествами постоянными. 


6. Основное различие функций лежит в способе составления их из переменного 
холичества и количеств постоянных. 


Оно, следовательно, зависит от действий, посредством которых количества могут 
друг с другом сочетаться и перемешиватьея; действиями этими являются: сложение 
и вычитание, умножение и деление, возвышение в степень и извлечение корней; сюда 
надлежит отнести также решение уравнений. Кроме этих действий, называемых обычно 
алгебраическими, существует много других, трансцендентных, как то: показательные, 
логарифмические и бесчисленные другие, доставляемые интегральным  исчисле- 
нием. 

Между прочим, можно отметить некоторые виды функций, как, вапример, крат- 
ные :: 
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и степени г, как то: 


оки, правда, возникли от одного только действия, а название функции присвзивается 
выражениям, возникающим от скольких угодно действий. | 


7. Функции разделяются на алзедраические и трансцендентные; первые — это 
де, хоторые образуются только при помошь алзебрачческих действий; вторые — те, 
в хоторые входят и трансцендентные действия. 


Так, кратные и степени переменного 2 являются функциями алгебраическими, 
равно как и всевозможные выражения, образованные посредством упомянутых выше 
алгебраических действий, как, например, 


—=ыы5- 


а Ь:* — се У 2: — 22 


—-—-—-——ы 


@?; — 30:3 . 


Но часто алгебраические функции не могут даже быть представлены явно; такой, 
например, функцией переменного 2 является @, если оно определено уравнением 


следующего рода: 
28 — в2273 — 62472 | с287— 1. 


Хотя решить это уравнение невозможно, однако известно, что 2 будет равно какому- 
то выражению, составленному из переменной г и постоянных количеств, вследствие 
чего 4 будет какой-тб функцией 2 [1]'). Впрочем, относительно трансцендентных 
функций следует заметить, что только тогда функция будет трансцендентной, если 
трансцендентное действие не только входит в нее, но, кроме того, затрагивает пере- 
менную величину. Если трансцендентные действия распространяются только на постоян- 
ные количества, то функцию все-таки надлежит считать алгебраической: так, если с 
означает длину окружности © радиусом, равным единице, то с во всяком случае будет 
величиной транснендентной, однакоже выражения 


е--аг, 023, 42 


и т. д. будут алгебраическими функциями г. Не имеет оольшого значения руководив- 

шее некоторыми авторами сомнение, имеем ли мы право причислять выражения вида 2° 

к алгебраическим или не имеем; некоторые предпочли даже степени 2, показатели 
„— 


мы 


которых являются числами иррациональными, как, например, 2'*, именоваль интер- 
сцендентными, не желая называть их алгебраическими [2]. 

8. А лаебрамческие функции подразделяются на рациональные и иррациональные; 
первые — это такие, в которых переменное количество не втодит ни в какую ирра- 


') Цифры в квадратных скобках относятся к примечаниям редактора в конце книги. 
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> =————д— д -—————_——————_————-——ы—ы 


циональность, последние же — это такие. 3 которых знаки радикалов затрагивают 
переменную величину. 


В функциях рациональных не участвуют, значит, иные действия кроме сложения, 
вычитания, умножения, деления и возвышения в степень $ целыми показателями; га. 


@8 —- 2? 


_ 23 — 123 
=. а 23 втх 


а-2, а—, 42. 


будут рациональными функциями г. Выражения же 


у г, ау а? — 2%, Уа— 22а @—гУуф-а ада 


а--: 


булут иррациональными функциями 2 

Последние удобно разделять на явные и нвявные. Явные — это те, которые 
выражены знаком радикалов, как указано только что на примерах. Неявные же ирра- 
циональные функции — это те, которые происходят от решения уравнений. Так, й 
будет неявной иррациональной функцией 2, если оно определяется уравнением 


270 == 4272 — 5.25, 


так как даже при помощи знаков радикала нельзя получить явного значения &, потому 
что обычная алгебра еще не достигла такой степени совершенства. 


9. Рациональные фуниции в свою очередь подразделяются на целые и дробные. 


В первых 2 нигде не имеет отрицательных показателей, и выражение не содер- 
жит дробей, в знаменатели которых входило бы переменное 2; отсюда понятно, что 
дробными функциями будут те, в которых встречаются или знаменатели, содержащие г, 
или отрицательные показатели 2. Общий вид целых функций будет 


И ИИ ит. д., 


в самом деле, нельзя придумать целой функции 2, которая не заключалась бы в этом 
выражении. Все же дробные функции, ввиду того, что иесколько дробей можно соеди- 
нить в одну, будут заключаться в выражении: 


а-- 52 -- с? -- 43 + ем -- {25 + ит. д. 
а -—- Вг-- 122 - 523 -|- 24 -|- (25 -- ит. д. ' 


причем следует заметить, что, будут лн постоянные количества а, В, с дит. д, 
а, В, 1, би т. д. положительными, отрицательными, целыми или дробными, рациональ- 
ными, иррациональными или даже трансцендентными, —это не изменит природы 
функции. 
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Однозначная функция — это такая, которая сама получает единственное опреде- 
ленное значение, если переменному количеству 2 дается какое-либо определенное 
значение. Многозначная функция та, которая при подетановке вместо переменного 
одного какого угодно определенного значения получает несколько определенных знз- 
чений. Все рациональные функции, целые или дробные, будут функциями однозначными, 
так как выражения этого рода дают лишь одно единственное значение, какое бы зна- 
чение ни было придано переменному количеству. Иррациональные же функции все 
являются многозначными, потому что знаки радикалов обладают неопределенностью 
и дают два значения. И среди транецендентных функций встречаются однозначные 
и многозначные; имеются даже функции с бесконечным числом значений; такова дуга 
круга, соответствующая синусу 2, потому что существует бесчисленное множество дуг, 
имеющих один и тот же сивуе. 

Буквами Р, ©, В, 5, Г ит. д. обозначаются отдельные однозначные функции 2. 


11. Двузначная функция 2 есть такая, которая при любом опоеделенном зна- 
чениц 2 имеет два значения. 


Такого рода функции представляют квадратные корни, как У 22-Е г?; при под- 
становке любой величины вместе 2 выражение У 22-22 имеет двоякое значение — 


либо положительное, либо отрицательное. Вообще же 2 будет двузначной функцией 2, 
если оно определяется квадратным уравнением 


№— РА 9=0, 


если, конечно, Ри @) будут однозначными функциями г. Именно, будет 
и : 
= — — — 
й 5 Р= т Р?— 0, 


откуда следует, что каждому определенному значению 2 соответствует двоякое опреде- 
ленное значение 2. Здесь нужно заметить, что или оба значения функции 2 будут 
действительными, или оба мнимыми. При этом всегда, как известно из природы - 
уравнений, сумма обоих значений 2 будет =Р, а произведение = 0. 


12. Трехзначная функция г есть такая, которая при любом значении г имеет 
три определенных значения. 


Функции этого рода ведут свое происхождение от решения кубических уравнений. 
Если Р, 9 и В будут функциями однозначными и 


23 —Р72- 0й—В==0, 


то 2 будет трехзначкой функцией 2, потому что при любой определенной‘ величине 2 
оно принимает троякое значение. Эти три значения 7, соответетвующие одной какой 
угодно величине г, будут или все действительными, или одно будет действительным, 
& два остальных мнимыми. Впрочем, известно, что сумма этих трех значений всегла 
будет =Р, сумма их произведений по два будет =0, и произведение всех трех 
будет = А. 


3 Зак. 3250. — Эйлер. 
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13. Четырехзначная функция г есть такая, которая при любом значении 2 
имеет четыре определенных значения. 


Функции этого рода возникают от решения биквадратных 1) уравнений. Если Р, 
9, В и © означают однозначные функции 2, и при этом 


2— 228 02— 82-1 6=0, 


то 2 будет четырехзначной функцией 2; это значит, что каждой величине 2 соответ 
ствуют четыре значения 2. Из этих четырех значений либо все будут действительными, 
либо два будут действительными и Два мнимыми, либо все четыре.будут мнимыми. 


Впрочем, сумма этих четырех значений & будет всегда ==Р, сумма их произведений 
по два =0, сумма их произведений по три = В, и произведение их всех ==5. 


Подобным же образом строится определение функций пятизначных и следующих. 


14. Следовательно, & будет мнозозначной функцией, когда при любом значении 2 
она имеет столько значений, сколько содержит единиц число п, если & определяется 
уравнением 


2" — рт 02" — ВТЗ 52” Фит. д. =0. 


Здесь, впрочем, следует заметить, что и должно быть числом целым, и, значит, 
уравнение, определяющее 2, всегда должно быть приведено к рационаленому виду, 
если мы хотим зналь, сколь многозначной функцией от 2 является 2; ноеле этого 
показатель наибольшей степени 2 укажет искомое число значений, соответствующих 
каждому значению г. Затем также следует помнить, что буквы Л, 0, В, © ит. д. 
должны означать однозначные функции; если же какая-либо из них была бы функцией 
многозначной, то функция & дала бы гораздо больше значений, соответствующих 
каждой величине 2, чем указывает чиело измерений #7. Однако всегда, если какие-либо 
значения 2 будут мнимыми, то число их будёт четным 2), откуда яено, что если ® 
будет числом нечетным, 10 по крайней мере одно значение будет действительным; 
напротив, может случиться, если число и будет четным, что ни одно из звачерий 
не будет действительным. 


15. Если 2 будет _ мнозозначной функцией г такого рода, что всегда дудет 
иметь только одно действительное значение, то & дудет считаться вак бы одно- 
значной функцией е и в большинстве случаев сможет употребляться вместо фунв- 
циц однозначной. 


Функциями такого рода буду" 


УР, УР, УРитдх, 


1) Это слово Эйлер употребляет в смысле произвольных уравнений четвертой степени. 
2) См. 8 30 и примечание [5]. 
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так как они всегда дают одно только действительное значение, при остальных мнимых, 
т 


— 


поскольку, конечно, Р будет однозначной функцией г. Поэтому выражение вида Р” 
во всех тех случаях, когда и нечетно, может быть причиелено к функциям однознач- 
ным, будет ли тж числом четным или нечетным. Если же # будет числом четным, то 


7 


Р” или не будет иметь ни одного действительного значения, или будет иметь их два; 


77, 


отсюда ьыражения вида Р”, при и четном, на этом же основании могут быть при- 


т 
числены к функциям двузначным, если, впрочем, дробь —- нельзя привести в мень- 


шим членам 1). 

16. Если у дудет какой-либо функцией 2, то и, обратно, 2 будет функцией у. 

Если у является функцией 2, однозначной или многозначной, то дается уравне- 
ние, которое определяет у через = и постоянные количества. Из этого же уравнения, 
обратно, 2 может быть определено через у и постоянные количества; отсюда, так как 9 
есть величипа переменная, 2 будет равно выражению, составленному из у и постоян- 
ных количеств, и будет, следовательно, функцией у. Отсюда также станет ясным, сколь 
многозначной функцией у будет 2; может случиться, что, хотя у будет однозначной 
фупкцией 2, однако 2 будет многозначной функцией у. Так, если у определяется 
через 2 из уравнения у3 —= 42 — 02?, то у будет трехзначной функцией г, напротив, 
& будет только двузначной функцией у. , 


17. Если у и < являются функциями г, то также у дудет ‘функцией т 
и, обратно, х будет, функцией у. | 

Вели у является функцией 2, то г будет также функцией у; подобным образом &# 
будет функцией х. Поэтому функция 9) будет равна функции х; из этого уравнения 
можно определить уу через х и, обратно, х через у. 

Отсюда ясно, что у — функция 5, а х — функция 9 [3]. Весьма часто из-за несовер- 
шенства алгебры эти функции нельзя выразить явно; тем не менее эта взаимность 
функций имеет такой характер, как если бы все уравнения могли быть решены ?). 
Впрочем, посредством способа, излагаемого в алгебре, из данных двух уравнений, из 
коих одно содержит у и 2, & другое х и г; путем исключения количества г, образуетея 
одно уравнение, выражающее соотношение между 2 и у. 


у 


18. Наконец, должно отметить некоторые особые виды функций; так, четная 
функция г есть такая, которая дает одно и то же значение, будет ли вместо г 
подставлено определенное значение -Ё или — К. | 

Такого рода четной функцией г будет 22; если положить либо 2==-Р-®, либо 
——й, то выражение 22 даст одно и то же значение, именно 2? == -- 42. Подобным 


образом четными функциями 2 будут степени 2: 2%, 26, 28, и вообще всякая степень 2”, 
тп 


если т будет четным чиелом, положительным или отрицательным. Так как 2” ечи- 


< 


1), То-есть сократить. Это замечание относится по существу ко всему абзацу. 
2) См. мою статью „Об эйлеровом «Введении в анализ бесконечно малых»“, стр. 17. 
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т 


——— 


таетоя как бы однозначной функцией 2, когда п— чиело нечетное,. то ясно, что 2 
будет четной функцией г, если т — число четное, & п — нечетное. Поэтому выражения, 
составленные каким-либо образом из степеней этого рода, дадут четные функции 2; 
так, © будет четной функцией 2, если будет 


—=а-- 62? -| сг4-|- 428 и т. д., 


а-|- 522 -|- сг4 -|- 4:6 | ит. д. . 
а -|- В2? -- 424 -- 526 -|-- ит. д. ? 


а также если 
й = 


’ подобным образом, если вводить дробные показатели 2, то 2 будет четной функцией 2, 
когда 


-ары Чат т. д., 


ИЛИ 
рее а + ит. х,, 


4 - 8 


я оны Е. Е-Ы 
а-|- 23 ры 


Выражения этого рода, будучи вее однозначными функциями 2, могут быть названы 
четными однозначными ФфунЕциями 2. 


ИЛИ 


Г-9 


19. Многозначная четная функция г есть такая, которая при любом значе- 
нии 2 тотя и умеет несколько определенных значений, однако дает одни и те 


же значения, положить ли г =, или —Ё. 

Пусть 2 будет такого рода многозначной четной функцией 2; так как природа 
многозначной функции выражается уравнением между @ и 2, в котором & имеет 
столько измерзний, сколько заключает различных значений, то ясно, что И будет 
многозначной четной функцией, если в уравкеппи, выражающем природу 7, перемен- 
нсе количество 2 веюду имеет четное число измерений. Так, если 


73 — а2*й -- 622 


то 2 будет двузначной четной функцией 2; если же 
78 — 92378 6247 — 628 — 
то будет трехзначной четной функцией 2; и вообще, если Р, ©, В, 6 ит. д. озна- 
чают однозначные четные функции 2, то 2 будет двузначной четкой функцией 2, когда 
22 -— РИ-- © = 
Затем 2 будет трехзначной четной функцией г, если 


28 — Р2?- 07— В==0, 
и так далее. 
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20. Итак, однозначной или мнозгозначной четной функцией будет такозо рода 
\ 
выражение, составленное из переменного количества 2 и постоянных количеств, 
в котором число измерений 2 везде четное. 
Функциями этого рода, кроме однозначных, примеры коих приведены раньше, 
будут такие выражения 
И ПИ 
а- У — 2, г? а62* — $22, 


& также 


2 ОНО 
аа 5 И + Ув — 4 ит. д. 


Отсюда следует, что четные функции моэюно определить, как функции 2”. 

Если положить у =2 и # будет какой-либо функцией у, то, после подстановки 
всюду 22 вместо 1/, 4 будет такого рода функцией г, в которой 2 везде имеет четное 
число измерений. Следует, однако, исключить те случаи, когда в выражении для 4 
встречаются И у, & тажже другие формы этого рода, которые при замене у = 2? допу- 
скают знаки радикалов. Хотя у-+- Уау будет функцией у, однако после подстановки 
/ ==2? это выражение не будет четной функцией г, так ‘как будет 


у-Ум=2--гУа. 


За исключением этих случаев последнее определение четных функций будет хорошим 
и удобным для образования функций этого рода. 


21. Нечетная функция г есть такая функция, значение которой при под- 
становке —2 на место г такюе становится отрицательном. 


Нечетными функциями этого рода будут все степени г, показатели коих суть 
т 


числа нечетные, как 2\, 2, 2, 2’ ит, д; также иги з.д: но тогда иг" 
будет фунЕцией нечетной, если 0б& числа т и п будут числами нечетными. Вообще 
же всякое выражение, составленное из степеней этого рода, ‚будет нечетной функ- 
цпей 2; такого рода будут 


—5 


аг-- 62’, ае-Раг\, 


также 
5 


1 3 
23 025-192 3 ит. д. 


‚ Природу и происхождение этих функций легче будет понять из функций четных.` 


22. Если четную функцию г помножить на г или на какую-либо езо нечет- 
ную функцию, то произведение будет чнечетной функцией г. 


Пусть Р будет четной функцией 2 и, следовательно, остается без изменения, если 
вместо 2 подетавить —г; если в произведении Р» подетавить —г вместо 2, то полу- 
чится — Р2; отеюда Рё будет нечетной функцией г. Пусть теперь Р будет четной 
функцией г и О — нечетной функцией 2; из определения ясно, что если вместо 2 
подставить — 2, то значение Р останется тем же, а значение @ перейдет в— 0), т. е. 
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в отрицательное; поэтому произведение Р@, если подетавить —2 вместо 2, перейдет 
в — РО, т. е. в отрицательное; вследствие этого РО будет нечетной функцией г. Так, 
поскольку а-- У д? --22 еб\ь четная функция и 23 нечетная функция 2, то произве- 
дение 


428 28 У ?-- 28 


будет нечетной функцией 2; подобным же образом 


52 -3 
2х а -|- 6: — аг -- 6: 


а -- Вг2 &-- В 


будет нечетной функцией г. Из сказанного также следует, что если из двух функций Г 
и © одна будет четной, а другая нечетной, и` одну разделить на другую, то чаетное 


| ®*» *> Р о ® 
будет функцией ниёчетной, т. е. д ›® также 9 будет нечетной функцией -. 
23. Если нечетную функцию помножщть или разделить на нечетную, то 
фезультат будет функцией четной. 
Пусть © и © будут нечетными функциями 2, так что при подетановке — г вместо 2 
О перейдет в — О и б перейдет в — 5; отсюда видно, что как произведение ()5, тав 


9 


и частное >< сохранят прежнее значение, если вместо г поставить — 4; поэтому и то 


и другое будут четными функциями 2. Далее, так же ясно, что квадрат всякой нечет- 
ной функции будет функцией четной, куб же — фупкцией нечетной; биквадрат — снова 
функцией четной и т. д. 


24. Если у дудет нечетной функцией 2, то, обратно, = будет нечетной функ- 
416% у. 
Когда у будет нечетной функцией 2, то, если подетавить —2 вместо 2, у перей- 
дет в —9. Если же г определить через у, то, неизбежно, при подстановке —9 вместо у 
2 также перейдет в —г и, таким образом, будет нечетной функцией у. Так, при 


1] == 23 


1) будет нечетной функцией 2; также из уравнения 
28 —=у 

или 

1 

2 =у3 

& будет нечетной функцией у. И если 
у = а -- 23, 

то у будет нечетной функцией 2, и, обратно, из уравнения 
28-2 =у 


значение г, выраженное через у, будет нечетной функцией у. 


О ФУНКЦИЯХ ВООБЩЕ 39 


25. Если природа функции у определяется такого рода уравнением, в отдель- 
ныл; членах которого число измерений у и г вместе будет везде четным, либо 
нечетным, то у будет нечетной функцией г. 

Коли в такого рода уравнении написать везде —г вместо г и — 9 вместо уу, то 
все члены уравнения либо останутся прежними, либо станут отрицательными; в обоих 
случаях уравнение останется без перемены. Отсюда, ясно, что — у определится через —2 
таким же образом, как --у определяется через --2; поэтому, если вместо г подета- 
вить —2, то значение уу перейдет в —у, т. е. у будет нечетной функцией 2. Так, 


если будет 
у? = вуз -—- 622 - с 


уз аура == Бу --су-| 42, 
то у из обоих уравнений будет нечетной функцией 2. 


ИЛИ 


26. Если 2 дудет функцией е и У — функцией у, причем У дудет определено 
через переменную у и постоянные количества таким же образом, как & определяется 
через переменную 2 и постоянные, то эти функции У и & называются подобными 
функциями чу и г. 

Если, слеховательно, будет 

б=а-- 2 с? и У=а-ЕФи-Рсу?, 

той и У будут подобными функциями 2 и У; аналогичным образом в случае много- 
значных функций, если 
23 — 97-6 и У = РУ РВ, 

то Хи У будут подобными функциями 2 и у. Отсюда следует, что, кола Уи й 
будут такого рода функциями у и 2, тогда, если вместо г написать у, функция 7 
перейдет в функцию У. Это подобие выражают обычно, говоря, что У авляетея такой 
же функцией у, какой функцией 2 является 2. Эти выражения будут встречалься 
в одинаковой мере, будут ли переменные количества 2 и у зависеть друг от друга 
или нет; так, какой функцией у будет 


ау --- 63, 
такой же функцией ум будет 
а(у-- ®) 6 (у-*), 

понятно, при наличин г —=и--®; далее, какой функцией г будет 

а-- 2-1 с? 

а -- Ве тг 
такой же функцией — будет 

42? - 92 -с 

а? —- Вё--1’ 
если положить / = - . Отсюда ясно виден емыел выражения „подобие функций“. 


весьма широко применяемого во всем высшем анализе. 
Вот вообще все, что достаточно знать о природе функций одного переменного; 
более полное изложение будет дано в дальнейшем применении. 


ГЛАВА ИП 
О ПРЕОБРАЗОВАНИИ ФУНКЦИЙ 


27. Функции преобразуются в другие формы либо путем введения вместо пере- 
менного количества другого, либо с удержанием тозо же переменного количества. 


Еели сохраняется то же переменное количество, то функция, собственно говоря, 
измениться не может, а все преобразование состоит в выражении той же функции 
другим образом, ибо, как известно из алгебры, одно и то же количество может быть 
выражено во многих различных формах. Такого рода будут преобразования в том 
случае, когда вместо функции 


2—32-|-2? подетавляют (1—2) (2—2), 


ИЛИ 
3 } $1 р. 2 3 
(а--2)3 вместо @3-- 3а2=-|- 3а2? -|- 23, 
или 
а 2а? 
а? - а вместо 5, 


ИЛИ 


У! -- 22-2 вместо УЕ? 


эти выражения, хотя и отличаются цо форме, по существу совпадают. Часто из этих 
многих равнозначаших форм одна бывает более удобной для достижения поставленной 
цели, чем остальные; поэтому следует выбирать всегда форму, наиболее удобную. 

Другой способ преобразования, когда вместо переменного количества 2 вводится 
другое переменное количество у, находящееся с г в данном соотношении, называется 
подстановкой; этот епособ надлежит применять для того, чтобы предложенная функция 
выразилась короче и удобнее; так, если была задана функция 2 


04 — 4093г | 6422? — 4428 -— 24 


ин если вместо а—2 положить 9, то получится гораздо более’ простая функция 9% 
также, если дана иррациональная функция 2 


уз, 


О ПРЕОБРАЗОВАНИИ ФУНКЦИЙ 41 


И ПОЛОЖИТЬ 
а? — 12 


#8 — 2 


3 


то эта функция, выраженная через ‘у, станет рациональной, именно. 


а у 
2у ‘ 

Этот способ преобразования я отложу до следующей главы; в этой же главе изложу 

тот пособ, который проводится без подетановки. 


28. Целая функция переменной г часто удобно разлазается на свои множители, 
и, таким образом, преобразуется в произведение. 

Когда целая функция разлагается этим способом на множители, то ее природа 
познается гораздо легче; тотчас же выясняются случаи, когда значение функции равно 
нулю. Так, функция 

6 — 72-28 


преобразуется в произведение 


И —2) (2—2) (3-2), 


откуда сразу яено, что данная функция в трех случаях равна нулю, именно: если 
2=1, = и 2= — 8; эти свойства из формы 6 — 72-|- 23 не так легкб усмотреть. Мно- 
жители такого рода, в которых не встречается никакая степень 2, называют простыми 
множителями, в отличие от множителей составных, в которые входит квадрат, куб или. 
другая более высокая степень 2. Общая форма простых множителей будет 


Г-Е 92, 
форма множителей двойных 
Г-Е че №, 
форма множителей тройных 
_р-е 92-Е йе - 9 


и т. д. При этом видно, что двойной множитель заключает два простых множителя, 
тройной множитель — три простых и т. д. Поэтому целая функция 2, в которой пока- 
затель высшей степени 2 равен я”, будет содержать ® простых множителей; отоюда 
вместе с тем узнается число множителей, если бы ‘даже какие-либо множители былрР 
двойными, тройными ит. д. [4]. 


29. Простые множители лобой целой функции & переменного 2 находятся, 
если положить функцию 2 равной нулю и разыскать из этого уравнения все 
корни 2; отдельные корни переменной 2 дадут столько же простых множителей 
функции 2. 
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Так, если в уравнении =—=0 какой-либо корень будет 2==р, то г — [ будет дели- 
телем, а следовательно, и множителем функции 2; надо иселедоваль таким образом все 
корни уравнения #=—=0; пусть они будут 


2=—=| 2=9, 2=й ит. д., 


тогда функция 2 разложится на свои простые множители и преобразуется в произве- 
пение | 
И == (2— Г) (2—9) (2—1) ит. д. 


Здесь надо заметить, что если козфициент наивысшей степени 2 в ( не будет равен -- 1, 
то произведение (2—[)(2—9) и т. д., сверх того, следует помножить на этот 


коэфициент. Так, если 
= Аг Ва" "502" “ит. д, 


то будет 
И== А (2— (2—9) 2—1) ит. д. 


Если же 
= А- Вё-- С? | Огз | Е --и т. д. 
и найденные корни уравнения й==0 будут р 9, Вит. д., то 


й= А (1— =) (1—-=-)(1—=) И т. д. 


Отсюда понятно, что если, обратно, множителем функции 2 будет 2 —[, или 


# 
1—7 ‚› то при подетановке Г на место 2 значение фунеции обратится в нуль, ибо 


р: 
если положить 2 =}, то должен исчезнуть множитель 2—}, или 1 —т функции 2, 


и 


& вследствие этого и сама функция &. 


— 


30. Простые множители будут либо действительными, Либо мнимыми; если 
функция & имеет мнимые множители, то число их всегда будет четным. 


Так как простые множители возникают из корней уравпения 2==0, то действи- 
„тельные корни дадут действительные множители, & мнимые — мчимые; но во всяком 
уравнении число мнимых корней всегда четное; поэтому функция 2 либо не будет иметь 
мнимых множителей, либо будет иметь их два или четыре, или шесть и т. д. [5]. Еели 
функция 2 имеет только два мнимых множителя, то их произведение будет действитель- 
ным, и поэтому даст двойной действительный множитель. Пусть Р равно произведению 
всех действительных множителей; тогда произведение двух мпимых множителей равно 

и . 

5 И, значит, будет действительным. Подобным образом, если функция 2 имеет четыре 
или шесть, или восемь и т. д. мнимых множителей, то их произведение всегда будет 
цействительным, именно будет равпым частному от деления функции 7 на произведение 


всех действительных множителей. 
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31. Если © 0дудет действительное произведение четырех простых мнимых 
множителей, то это произведение @ может быть также разложено на два действи- 
тельных двойных множителя [6]. 

В самом деле, © будет иметь форму 


2--.423-|- Вгй-|- С#-|- 7; 
если отрицается возможность разложения этой функции на два действительных двойных 


множителя, то должна быть принята разложимость н&% два двойных мнимых множителя, 
которые будут иметь вид 


2 — 2(р--ау —Па-+и-зУ —1 
я—2 (ИРИ, 
ибо нельзя себе представить другие мнимые формы, произведение которых было бы 


действительным, именно равным 24-|- 423 -|- В2?-|-Сё--Ш. Из этих двойных мнимых 
множителей вытекают следующие четыре простых мнимых множителя; 


ИЕ ИЯ УТУ, 
и ИЕ -ИйЕНУтв- У 
Ш. (© чУЕО-ИЯ УТУ 
м чИЕО-Ий му УЕ 
Если перемножить между собою первый и третий множители и положить для кралкости 
= 102 —2—х и 4-=2909— 5, 
то произведение этих множителей будет равно 
2" — (22 — И зу -м);: + --ф ру #2 Уй-я— 
—а/ — 21-2 УВ У й-а. 


а это выражение во всяком случае действительно. Подобным же образом будет дей- 
ствительным произведение второго и четвертого множителей, именно равное 


в — (2р-НУ э-2Уй-Е я) -и-е--рИ 2-2 в -- 
а ау ви + Ув 
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Итак, данное произведение @, возможность разложения которого на два действи- 
тельных двойных множителя отрицалась, тем не менее в действительности разложено 
таким путем на два действитеЛьных двойных множителя. 


32. Если целая функция @ переменного 2 имеет простые мнимые множители, 
710 сколько бы их ни былое, их всегда можно соединить по две так, чтобы произ- 
ведения были действительными. 


Так как число мнимых корней всегда четное, то пусть оно равно 2%; прежде 
всего ясно, что произведение всех этих мнимых корней будет действительным. Поэтому, 
если будут только два мнимых корня, то их произведение во всяком случае будет 
действительным; если будут четыре мнимых множителя, то, как мы видели, произ- 
ведение их может быть разложено на два двойных действительных множителя вида 
[22-- 92-1. Но, хотя этот способ доказательства нельзя распространить на высшие 
степени, однако представляется несомненным, что это свойство справедливо для 
любого числа мнимых множителей, так что вместо 2п простых мнимых множителей 
могут быть введены ® действительных „двойных. Отсюда воякая целая функция 
переменной = может быть разложена на действительные множители — простые или 
двойные. Хотя это и не доказано со всею строгостью, однако справедливость этого 
будет в большой мере подкреплена в дальнейшем !), где функции вида 


а-- 62”, а-- 6-Е с2т, а-Р г” | сет -- ал" 


и т. д. на самом деле будут разложены на такие двойные действительные множители, 


33. Если целая функция Ё при подстановке 2==а принимает значение А, 
а при подстановке г =6 принимает значение Б, то при подстановке вместо г зна- 
чений, промежуточных мезюду а и 6, функиия & может принимать лодые промежу- 
точные значения между А и В. 

Так как 5 есть однозначная функция 2, то, какое бы действительное значение 
ни было придано г, функция 4 получит при этом также действительное значение. 
Так как 0 в первом случае, при г=а, принимает значение А, в последнем же, при 
2—6, — значение Б, то она не может перейти от А к В, не пройдя через все про- 
межуточные значения. Если уравнение — А —=0 имеет действительный корень и 
охповременно 7— В=0 дает действительный корень, тогда и уравнение #—С =0 
будет также иметь действительный корень, если только С’ заключается между значе- 
ниями Аи ВБ. 

Поэтому, если выражения (—А и И— В имеют простые действительные 
множители, то всякое выражение 7—0 будет иметь простые действительные множи- 
тели, коль скоро С заключается между значениями А и В. 


34. Если у целой функции ЕЁ показатель наибольшей степени г будет числом 
нечетным 2п-—-1, то эта функция # дудет иметь по меньшей мере один простой 
действительный множитель. 

“ 


1) См. 8 150—154. [А. К. 
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7, будет, очевидно, иметь такой вид: 
27% -- 1 2% 21 -—1 2п —2 
ТТ аа” | Ва ‚|. а -- ит. д., 


если в ней положить 2==оо, то значения отдельных членов по сравнению с первым 
исчезнут, и будет 


И == (со)" 11 = со; 


поэтому — со будет иметь простой действительный множитель, именно 2 — со. Если 
же положить 2 =-— со, то 


Я==(— со)" т" = — со, 


стало быть, й-- со будет иметь простой действительный множитель 2-|- со. Но так 
ка и (— < и й-|- со имеют простые действительные множители, то отсюда следует, 
что (—С также будет иметь простой действительный множитель, если только С 
заключается между пределами -- со и — со, т. е. если С будет каким угодно дей- 
ствительным числом — положительным или отрицательным. Таким образом, если поло- 
жить С =—0, то функция 7 будет иметь простой действительный множитель 2—с; при 
этом количество с будет заключаться между пределами | со и — со, т. е. будет коли- 
чеством либо положительным, либб отрицательным, либо нулем. 


35. Целая функция 7, в которой показатель наибольшей степени переменной 2 
есть число нечетное, будет иметь или один простой действительный множитель, 
или три, или пять, или семь ‘и т. д. 

Было показано, что функция.’ безусловно будет иметь один простой действи- 
тельный множитель, 2—5; положим, что она, кроме того, имеет еще один множитель 
2—4, и разделим функцию 4, в которой наибольшая степень 2 есть 22-41, на 
(2—с) (2—4); наивыешая степень частного будет 27"—1; ее показатель, будучи 
числом нечетным, опять указывает на то, что 2 будет обладать еще одним простым 
действительным множителем. Итак, если 2 будет иметь более одного простого дей- 
ствительного множителя, то она будет иметь три или (так как таким же образом 
можно поступать сколько угодно раз) пять, или семь и т. д. Следовательно, чиело 
простых действительных множителей будет нечетным, & так как число всех простых 
множителей равно 2"-|-1, то число мнимых множителей будет четным. 


36. Целая функция 27, в которой показатель наибольшей степени 2 есть чет- 
ное число 2п, 0дудет иметь или два простых действительных множителя, или 
четыре, или шесть, и т. 9. 

Положим, что у функции 0 число простых действительных множителей нечет- 
ное, 2т--1; если, следовательно, функцию разделить на произведение всех их, то 
наибольшая степень частного будет равна 22—21, и показатель ее есть число 
нечетное; поэтому функция будет иметь кроме этих еще один простой действитель- 
ный множитель, откуда число всех простых действительных множителей будет, по 
менышей мере, 2ж--2, следовательно, четное; число мнимых множителей также 
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будет четным. Таким образом у всякой целой функции простые мнимые множители 
будут парными, как это, впрочем, мы установили раньше. 


37. Если в целой функции @ показатель наибольшей степени г будет числом 
четным, а свободный, или постоянный член будет со знаком минус, функция # 
будет иметь по меньшей мере два простых действительных множителя. 


Функция 2, о которой идет речь, будет иметь вид 


22 = дата Вата... Ну А. 


Еели почетавить 2 = со, то, как мы видели выше, будет 2 = со; если же подетавить 
2—0, то будет (= — А. Следовательно, — со будет иметь действительный множи- 
тель 2—со, & 2-- А множитель 2—0; отсюда, так как нуль Заключается между 
пределами — со и -- А, то (--0 будет иметь простой действительный множитель 
2—6, причем с будет заключаться между пределами 0 и со. Далее, так как при 
подстановке 2 = — со будет == со, а, значит,  — со будет иметь множитель 2-|- со, 
и вместе с тем 7-- А имеет множитель 2-|-0, то выходит, что --0 будет иметь 
также простой действительный множитель 2-|-4, причем 4 будет заключаться между 
пределами О и со; отсюда и вытекает наше предложение. Из сказаннога видно, что 
если 2 будет такой функцией, как здесь указано, то уравнение й==0 должно иметь 
по крайней мере два действительных корня: один положительный, другой отрицатель- 
ный. Так, уравнение 


24 а23 -- В? | 4е — а? =0 


имеет два действительных корня, положительный и отрицательный [7]. 


38. Если в дробной фуниции переменное количество 2 имеет такое же или 
большее число измерений в числителе, чем в знаменателе, то эта функция может 
быть разложена на две части, одна из которых будет целой `функцией, а другая 
дробной, в числителе которой переменное количество 2 будет иметь меньшее число 
измерений, чем в знаменателе. 

В самом деле, если показатель наибольшей степени 2 в знаменателе будет меньше, 
чем в числителе, то в таком случае можно числитель делить на знаменатель обычным 
путем до тех пор, пока не дойдем в частном до отрицательных показателей; прервав 
на этом месте процесс деления, мы получим частное, состоящее из целой части и 
дроби, в числителе которой число измерений 2 будет меньше, чем в знаменателе; это 
частное будет равно заданной функции. Так, если будет дана дробная функция 


1-24 
‚ то она путем деления разложится так: 


1 -- =? 
2 
22-1) 24-1 (и—1 тра 
24 -- 22 
#1 
— 2—1 


--2 


О ПРЕОБРАЗОВАНИИ ФУНКЦИЙ 47 


и получится 


Подобного рода дробные функции, у которых переменное количество 2 имеет 
столько же или больше измерений в числителе, чем в знаменателе, по аналогии 
с арифметикой могут быть названы неправильными дробями или неправильными дроб- 
ными функциями, — в отличие от правильных дробных функций, в числителе которых 
переменное количество 2 имеет меньше измерений, чем в знаменателе. Итак, непра- 
вильная дробная функция может быть разложена на целую и правильную дробную 
функции; разложение это достигается путем обычного процесса деления. 


39. Если знаменатель дродной функции имеет два взаимно провтых мно- 
жителя, то такая дробнвя функция разложитеся на две дроби, знаменатели кото- 
рых будут соответственно равны этим двум множителям. 

Хотя разложение это распространяется в равной мере и на непрёвильные дроб- 
ные функции и на правильные, однако мы будем его применять главным образом 
к правильным. По разложении знаменателя такой дробной фунеции на два взаимно 
простых множителя сама функция разложится на две другие правильные дробные 
функции, знаменатели которых будут равны соответственно этим двум множителям; 
разложение это, если дроби будут правильными, может быть выполнено только одним 


образом, справедливость чего будет яснее видна из примера, чем из рассуждения. 
Действительно, пусть дана дробная функция 


1 —22-{ 322 — 423 
1 -{ 4=4 2 


знаменатель которой 1-1 424 равен произведению 
(1-- 22-22?) (1 —2е-- 222); 


заданная дробь разложится на две дроби, знаменатель одной из которых будет 1-- 22-- 
-- 22?, а другой 1—22-[ 227; для нахождения их, так как обе правильны, положим 
числитель одной из них равным а«--Вг, а другой — равным 1-02; при этом по 
допущению 


1—22--32—423 а --В и 1-^ 82 | 
1-- 42 — аа - 22 1 —2е-{ 2г? ? 


сложим на самом деле эти две дроби; тогда будет у суммы 


Числитель Знаменалель 


На — 22 -|- 20.2? 
= 28-2 

-Еу- 2е + 222 4. 
-- 82-- 2622 -|- 2528 
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Так как знаменатель равен знаменателю данной дроби, то числители также должны 
быть сделаны равными; так как неизвестных букв а, В, 1, 6 столько, сколько надо полу- 
чить равных членов, то это всегда возможно и притом только одним образом — именно, 
получаем четыре таких уравнения: 


а =1, Ш. 2% — 28 21-- 28 =3, 
П. — ав 2-6 = — 2, ГУ. 28-28 =—4. 
Отсюда, так как 


а —=1 и В = —2, 
уравнения П и Ш дадут 


&—1==0 И 5—В=4, 
" 2 
откуда 
1 1 5 3 
“—5, Т= 5, В=—, 6=—-т, 


и таким образом заданная дробь 
1— 22 -- 32 — 423 
1 + 4= 
преобразуетея в такие две: 
1 5 1 


1_5, 1_3, 
2 4 4“ 


2 
роерая КТ рая ° 


Легко видеть, что разложение всегда должно итти подобным образом, так как 
вводится всегда столько неизвестных букв, сколько нужно для’ получения данного 
числителя. Из общего учения о дробях понятно, что это разложение может иметь 
место только в том случае, когда множители знаменателя будут взаимно ипрос- 
ТЫМИ. 


М 
40. Итак, дродбная функция у Может быть разложена на столько простых 


А - 
дробей вида, ‚ сколько простых, не равных между собою множителей имеет 


знаменатель М. 


М 
Пусть дробь г представляет некоторую правильную дробную функцию, так что 


М и М являются целыми функциями г, и при этом наивыешая степень г в М меньше, 
чем в М. Когда знаменатель № будет разложен на свои простые множители и послед- 
® М 
ние окажутся не равными между собой, то выражение У разложитея на столько 
дробей, сколько простых множителей содержится в знаменателе №, тах как каждый 
множитель уйдет в знаменатель частной дроби. Поэтому, если р — 4г будет множи- 
телем функции М, то он будет знахенлтелем какой-то частной дроби; так как в чи- 
слителе этой дроби число измерений 2 должно быть меньше, чем в зпамепателе 
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р — 192, то числитель непременно будет количеством постоянным. Поэтому из каждого 


простого множителя р — 42 знаменателя № получится простая дробь 


-; при`этом 


> 
‘у 


/ 


сумма веех таких дробей будет равна данной дроби >. 


ПРИМЕР 
Пуеть, например, дана дробная функция 


1- =? 


#— 23 ° 


Так как простыми множителями знаменателя являются 2, 1—2 и 1--2, то наша 
функция разложится на такие три простые дроби: 


А ‚ В С 1-- 22 
2 тт: 2—3, 


Е 1—2 


здесь нужно определить постоянные числители А, Би С. Приведем эти дроби к общему 
знаменателю, который будет г — 23; сумма. числителей должна будет равняться 1-22, 
откуда получается уравнение | 


А -Е Вг— Аг = 1 - = 1-- 02-2”, 
+ С2- Вг? 
— (2 


которое дает столько приравниваний 1), сколько имеется неизвестных букв 4, В, С; 
именно, будет 


1. А=1, 
П. ВС = 0, 
Ш. —А-В—С=Г 
отсюда 
В—С=2, 
и затем 


А =1, В=Г и С=—1, 


Таким образом данная функция 


1- г? 
ее 
представится в такой форме: 
а, 11 
2 1—2 1-2 


1) Коэфициентов. 


Зак 3350. — Эйлер. 
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Подобно этому убеждаемся, что сколько бы знаменатель № ии имел простых, 
не равных между собою множителей, всегда дробь >: будет разлагаться на столько же 
простых дробей. Если несколько множителей будут между собою равны, тогда раз- 
ложение следует производить другим способом, который будет изложен дальше. 

41. Итак, всякий простой множитель знаменателя М дает простую дробь 
в разложении данной функции и. требуется показать, каким образом, зная про- 
стой множитель знаменателя № найти соответственную простую дробь [8]. 


Пусть р— 42 есть простой множитель №, так что 


№ = (р— 92) ®; 


при этом © есть целая функция г. Пусть возникшая из множителя р — 92 дробь равна, 


и пусть дробь, которая должна возникнуть из другого множителя 6 знаменателя равна 


Р 


— 


© э 
тогда согласно $ 39 должно быть 


ма и Р_ М 
№М 9! 5  (ф—925’ 


откуда 


Р _ М- 45 


5  (р— 925’ 


Так как эти дроби должны совпаеть, то М — АЗ непременно должно делиться на 
р— 42, так как целая функция Р равна этому частному. Но р— 92, будучи делителем 


1 — АХ, исчезает, если подставить г=-. Поэтому, если подставить везде в Д[ и 8 


вместо 2 постоянное значение =. ‚ то будет 1/ — Аб =—0, откуда 


+? А 
Этим способом находится числитель А искомой дроби в’ и когда из отдельных 


простых множителей знаменателя №, если только они не будут равны между собой, 
образуются простые дроби подобного рода, то сумма всех этих простых дробей будет 
равна данной функции. 
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ПРИМЕР 
Если в предыдущем примере 
- 1-{ =? 
2— 23? 
где 
М =1-- 2? 
И 


М = 2 — 23, 
взять 2 в качестве простого множителя, то 
Х=1— 22 
© ©» А 
и числитель происходящей отсюда простой кроби — будет 


А=-- ^^ =1 


1—2? 


при подетановке 2г==0, & это значение, которое получает 2, если положить простой 
множитель равным нулю. Подобным образом, если в качестве множителя знаменателя 
взять |— 2, так что 


© =е--2?, 
то будет 
1+2 
А = эра? 
где полагаем |1 —2==0, откуда 
А = 1, 
и из множителя 1 —2 получается дробь = . 


Наконец, третий множитель 1--2, поскольку“ 


= 2 — 2? 


И 
А——- 2, 
& — &- 
при подстановке |--г==0, или `г = —1, даст 
А = —1 
и простую дробь, равную 
—1 
т2° 


Итак, при помощи этого правила получается 


как раньше. 
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42. Пробная функция вида числитель воторой Р не содержит столь 


Р 
(р— 42)" ° 
выс0*ой степени г, как знаменатель (р— 92), может быть преобразована в частные 
дроби такого вида: 


ав об рок 
(р— 9:2)" (р 9277" (рад * о (р р— 92° 


все числители воторых являются постоянными количествами. 


Так как наибольшая степень 2 в Р меньше, чем 2”, то она будет 2"— 1; велед- 


ствие этого Р будет иметь такой вид: 
х- Ве 42? 428 -Р... иг”, 


причем число членов равно ®; этому будет равен числитель суммы веех частных дро- 
бей после приведения их к общему знаменателю (р— 42)”; числитель этот, таким 
образом, будет равен 


А- В(р— 4-Е (р— 9 Рофче +... НК ФЬ— в)". 


Его наиболыпая степень 2 есть, как и раньше, 2” "; неизвестных букв А, В, С,..., № 
(число которых равно 2) будет столько, сколько нужно будет приравнять тождественных 
членов. Благодаря этому постоянные буквы‘ А, В, С ит. д. могут быть определены 
так, что получится правильная дробная функция 

Р 4 `В С р В 


— ее... + . 
(2—9: (р— 2” ы (р— 42)" * ы (р— 92 —* (0—9 ° ы р— 92 


Ниже мы изложим простой способ для нахождения этих числителей. 


4 
М 
то частные дроби, возникомощие цз этого множителя, могут быть найдены следую- 
им образом. 


р Г 
43. Если знаменатель № дробной функции —- содержит иноэюитель (р — 42)?, 


Раньше было показано, какого рода частные дроби получаются из отдельных 
простых множителей знаменателя, не имеющих себе равных; теперь положим, что два, 
множителя равны между собой или что после их соединения множителем знаменателя № 
будет (р— 492). Из этого множителя на основании предыдущего параграфа полу- 
чаются две частные дроби: 


А В 
(р — 9=)* тр — 42° 
Пусть 
= (р— 42)? 5; 
тогда 
м — М А В Р 
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Р р 
где < означает все вместе взятые простые дроби, происшедшие из множителя 5’ зна- 


менателя; отсюда 


Р _ М - 45 — В(р — 42=)5 
5 — (р — 42)? 5 
" М —А ) 
— 45 — В(р- 92)5 . 
Р=— ^^ = целой функции. 
(р — 92)? а фунЕц 
Поэтому 


М— 45 — В (р— 92)8 


должно делиться на (р — 92)?. Начнем с того, что оно должно делиться на Р — 42, 


тогда выражение 
М— 45 — В (р— 92)5 


исчезает, если положить р — 402 =0 или 2 = < . 


Подетавим всюду та вместо 2; тогда 11 — 45 ==0, и, следовательно, 


М 
М | р 
это значит, что дробь у при подотановке везде -_ вместо 2 даст постоянное зна- 
чение А. | | 
Теперь, количество 4/{ — 45 — В (р — 42) 8 должно делиться также и на (р — 9г)?, 
т. е. п — В5 должно снова делиться на р— 92. Подетавив везде г=-, по- 
лучим 
М-— 45 
————— = ВЮ, 
р— 92 
отвуда 
(р— 42)5 в—92\ 5 ) 


причем надо заметить, что так как М — А делится на р— 42 то это деление сле- 
дует произвести прежде, чем подставлять < вместо 2. Или же, полагая 

МЬ— 45 _ 

р—92 '’ 
будем иметь 


где‘ положено г=-. 
Найдя, таким образом, числители 4 и В, получим частные дроби, происшедшие 
от множителя (р— 42)? знаменателя №: 


А В 
(р — 92)? ра" 
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ПРИМЕР 1 
Пусть дана дробная функция 
1—2 . 
22 (1- 22) ° 
для квадратного множителя 2? знаменателя будет 


Я = и Мы=1— 2“. 


Пусть частные дроби, происходящие от 2?, будут 


А В. 
2, 
тогда, 
1 1 — 2? 
А = ур 


Полагая множитель 2 =0, получим 


А ==1. 

Тогда 1{ — Ах = —22?, что после деления на простой множитель 2 даот 
Г=— 22; 

отсюда 

Т — 23 

В =; 

при г =0 будет 

В ==0, 


и, таким образом, из множителя 2? знаменателя возникает единственная частная 
1 
дробь —. 


ПРИМЕР 2 


Пусть дана дробная ФфунЕция 
23 
(1 — 2) а)’ 
частные дроби которой, возникающие из квадрата (1—2)? в знаменателе, будут 
А Б 
(1 — г): тт: 
Тогда 


поэтому 


с 
дл 
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подставляя 1—2 —=—=0 или 2 =1, получим 


1 
А = 5. 
Таким образом 
1 1 1 1 
1 — а = $3—-— 24 
М— Аз 5 ы 5 2 5-2, 
что после деления на |1 —2 даст 
у 1 1 1 1: 
С дИтИВ АЛИСЖ 
поэтому 
5 2-- 224 ) 
так что, полагая 2 ==1, получим 
1 
В = — >. 


Значит, искомыми частными дробями будут 


___1 —_ 1 
2(1—2)? 2(1—2)’ 


.. ЛГ 
44. Если знаменатель № дродбной функции —7 имеет множитель (р — 42)3, то 


частные дроби 
А Б С 
То ре, 


возникающие от этого множителя, мозут быть найдены следующим образом. 


Положим 
М№М == (р — 92) 5, 


и пусть дробь, происходящая от множителя 5, будет равна =; тогда 


М — 45 — В(р—492)5— С (р— 9225 


(92 = целой функции. 


Р= 


Следовательно, числитель 
М— А5— В (р— 92) 5—С (р— 92}? 8 
прежде всего должен делиться на р— 42; поэтому он при р—92=0 или г== ^. 
р 4 
должен исчезнуть; таким образом будет М — А5 =0, и, стало быть, 


М 
А=5, 


тде положено 2 —=— < 
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При найденном значении А, 4 — 45 будет делиться нар — 42; нодставим 


М — 45 _ т; 
р — 9* 


тогда 
Т— В8— 0 (ф— 4928 


будет еще делитьея на (р — 42)?; значит, оно будет равно нулю при р— 92=0; 
отеюда 


В = 


‚9 


Т 
к 
где положене 2 = . 


При найденном Б выражение Г— Бо будет делиться на р—94г. Поэтому, по- 
ложив 
_Т— В8 
р— 42 


7У— (5 


=, 
получаем, наконец, что 


будет делиться на р — 42; значит, при р— 42 =0 будет /— 05 =0, откуда, 


у 


б=-, 


где положено # = . 


4 
Найдя, таким образом, числители А, В, С, получим частные дроби 
А В 
(р — 92) Та (р — 92)? Тр р — 92’ 


возникшие от множителя (р— 42} знаменателя №. 


ПРИМЕР 


Пусть дана дробная функция 


22 
> 


(1 — 2)3 (1 2)’ 


и пусть от кубического множителя ти знаменателя возникают частные дроби: 
А 
ата а-+т- 
'Гогда 
Г =2 и Ю=1— 2 
отсюда, во-первых, 


СХ 
А - 


при 1 —2=—==0, или г =1, что дает 


0 ПРЕОБРАЗОВАНИИ ФУНКЦИЙ 5Т 


Затем, если положить 


М— А 
Т= 1—2 ? 
то будет 
1 „2 1 
а 1 1 
еп ИС, 
отеюда | 
1 1 
————_& 
Е Я) Ра 
"—- 1- = 
при 2 =1, так что 
1 
В8=—-. 
Полагая далее 
1 
у Т- 85 т 
1—2 1—2 
найдем 
1 1 
— —_ — 22 
ЕЛИ "тэ —1 г 
— 1—2 — 2? 
отеюда 
1. 
= 4 
в 12 
при = =1, так что 
1 
С=—--. 


Таким образом частные дроби, возникшие от множителя (1—2)8 знаменателя, будут 


1 1 1 


— == — 


21—2 20—2 4а-—э’ 


45. Если у дробной функции = знаменатель М содержит мноэжителе (р — 42)" 


то в8зникающие отсюда частные дроби 
/ 
А В [@. К 
(в — 92” (р—92)"7* (р—дй-* р — а: 


могут быть найдены следующим образом. 


Г 
Положим, что знаменатель 
№ == (р— 92)" 2; 


рассуждая, как раньше, найдем нижеследующее: 
Во-первых, _ 
М 
и 


— _Р_ 
при #=-——-. 
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Положим 
И- Ай 
Р= р--4г ' 
тогда, во-вторых, 
Р 
В= 
рР 
при 2=-—. 
Р Ч 
Ноложим 
Р — БУ 
9 = э—а: } 
тогда, в-третьих, 
_ © 
С = й 
ри # =— г . 
Положим 
9— (7. 
В р— 92 ' 
тогда, в-четвертых, 
р=- 
р 
при # = —-. 
Р а 
Положим 
5_ В- РА. 
р— 92 
тогда, в-Пятых, 
| м 
Е = 


при 2=-; и т. д. 
По определении этим` способом отдельных постоянных числителей А, В, С, 0 


и т. д. будут найдены все частные дроби, происходящие от множителя (р—- 42)” зв® 
менателя ЛХ. 


ПРИМЕР 


Дана дробная функция 
1-2 
25 (1-- 23)? 


и пусть из множителя 25 ее знаменателя получаются частные дроби 
А В С р Е 
тя ТтиТта то. 


Для нахождения постоянных числителей их имеем 


МИ = 1-2, б=1--2 и = =0. 
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Дальнейшее вычисление будет итти так: 


Во-первых, 
_ М __ 1-2 
А = а 
при 2 = 0; поэтому 
А =1. 
Полагая 
— и 22 — 28 
р— № АЙ __ 2 ег, 
[2 [1 
будем иметь, во-вторых, 
ВР 2 
йо 1428 
при 2==0, значит, 
В =0 
Полагая 
Р-— В‘ 2—2 
“= и 1—2, 
будем иметь, в-третьих, 
_ 9 1—2 
@= й 1-48 
при 2 =0, значит, 
С =—1. 
Полагая 
— С7 —в— 23 
— 9-07. ИНЫХ =— — 1 — 22, 
8 # 
будем иметь, в-четвертых, 
в —1 — 22 
Р=и= а 
при г==0, откуда 
Ур. — — 1. 
Полагая 
в >07 — 22 23 р 
а = аи, 
будем иметь, в-пятых, 
Е— о 
Я 14% 
при 2==0, откуда 
Е==0. 


Итак, искомые частные дроби будут: 


“ 


1 0 1 1 0 
Е Е 


28 


._ р М 
45-13 1). Какова бы ни была заданная рациональная дробная функция. она 


№’ 
разложится на части и преобразуется к наидолее простой форме следующим образом 


1) В первом издании и этот параграф и следующий, относящийся уже к другой главе, 
были ошибочно помечены одним и тем же номером 46. Чтобы не изменять нумерации всех 
последующих параграфов, мы помечаем настоящий параграф, непосредственно примыкающий 
по смыелу Е предыдущему, номером 45-18. 
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Нужно найти все простые множители знаменателя М, действительные или 
мнимые; те из них, которые не имеют себе равных, рассматриваются поодиночке, 
и для каждого на основании $8 41 выделяется частная дробь. Если же один и тот же 
простой множитель встречается дважды или много раз, то они .берутея вместе, и для 
их произведения, которое будет степенью вида (р— 42)”, подыекиваются соответ- 
ственные частные ‚дроби на основании & 45. Когда, таким образом, для отдельных 
иростых множителей знаменателя будут получены частные дроби, то вся совокуп- 


. М 
ность их будет равна заданной функции —у› если только она не есть неправильная 


дробь; если.бы она была неправильной дробью, то, сверх того, следовало бы иеклю- 
чить целую часть и прибавить ее к найденным частным дробям; таким образом 


М лы 
получится величина функции -_ в простейшей форме. При этом безразлично, паходить ли 


частные дроби раньше извлечения целой части или после. В самом деле, из от- 
дельных множителей знаменателя М получаются одни и те же частные дроби, 
будет ли взят сам числитель М, или он же, увеличенный либо уменьшенный на 
знаменателя, взятого целое число раз; в этом легко убедиться из рассмотрения 
данных выше правил. 


ПРИМЕР 
Требуется найти значение функции 
НЕ: ЗИ 
23 (1—2)? (1-2) ? 


выраженное в простейшей форме. Сперва берется простой множитель знаменателя 


‚1-2, воторый дает =. == — 1; тогда 


М =1 и = — 22-25. 


Отсюда для нахождения дроби -- имеем 
1 
, А = 28 — 224 -|- 25 
при 2 = — 1, т. е. 
1 
А=—ч, 


и из множителя 1--г получается частная дробь 


Е ВИ 
4 (1-2) ° 


Теперь берется квадратный множитель (1 —2)?; он дает 


= М=т и П=2-2, 
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Если обозначить происходящие отсюда частные дроби через 


В 
(1— 2} + 1—2? 


то будет 
1 
А = 
при 2 = 1; поэтому 
А=а 
Полагая 
М- 2 и: Е 
ры = =1 не 2-- 
получим 
р 1 ег -- — 23 
В=-— 
й 23 —- 34 
при г = 1; следовательно, 
. ТТ 
В=-., 
и искомые частные дроби будут | 
1 Ч 


ви Га 1—2) ` 


Наконец, третий, кубический множитель 23 дает 


= М =1 и =] —2—22-|- 
Обозначив частные дроби через 
В 
Рая т, 
получим сперва 
М 1 
А=т = пита 

при 2==0, значит, 

А =1. 

Положим 
тогда, 
` Р 
В=у 

при 2 =0, значит, 

В=1. 


Положим 
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тогда 
—_%. 
= й 
при 2 ==0, следовательно, 
(=2 
Таким образом данная функция 
1 


ви—ат2 
представляется в такой форме: 
1 1 2 1. Ч 1 
Ра К 2 (1—2)? + 4(1—2) 4(1-2)° 


При этом не оказывается целой чаети, потому что предложенная дробь не является 
неправильной. 


ГЛАВА Ш 
О ПРЕОБРАЗОВАНИИ ФУНКЦИИ ПУТЕМ ПОДСТАНОВОК 


46. Если у будет какой-либо функцией г, а 2 дудет определяться посредством 
н060г0 переменного х, то У также может быть определено посредством х. 


Раньше у было функцией г, а теперь вводится новое переменное количество х 
посредством которого определится каждое из предыдущих уи 2. Тзе, если 


1 — 22 
У=т? 
И подетавить 
и — 1 —* 
— 14’ 


Если взять для х какое-либо определенное значение, то из него можно найти. опреде- 
ленные значения для 2 и для 9, и, таким образом, находится значение переменной у, 
соответствующее тому значению 2, которое получилось одновременно с ним. Так, если 


\ 


1 1 4 4 $2 
Х — > ТО & — 3 и У— 5. ‚ значение 9 — 5. можно также наити, если в выражение 
2 1 


т равное 1, подставить =. 

Введение этой новой переменной применяется для двоякой цели: либо этим уни- 
чтожается иррациональность, входящая в данное выражение у через 2, либо оно при- 
меняется в том случае, когда из-за высокой степени уравнения, посредством которого 
выражается соотношение между у и 2, ‘нельзя получить явной функции г, равной у; 
тогда вводится новая переменная х, посредством которой могут быть удобно опреде- 
лены как 9, так и 2. Уже отеюда в достаточной мере выясняется замечательное при- 
менение подетановок; из дальнейшего же оно будет видно гораздо яснее [9]. 

47. Если дано 


у= Уа-Е 5», 
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то новая переменная х, посредством которой г и у выражается рационально, может 
бъить найдена следующим образом. 

Как 2, так и у должно быть рациональной функцией переменной х; этого, оче- 
видно, можно достигнуть, положив 


Уз -- ре = фх. 
Получим сперва 
у=бх и а-- 02—02, 
откуда 
2—0 — =. 
То 
Таким образом каждое из количеств у и 2 выражается рациональной функцией пере- 


менной 2; именно, так как у== Уяа-- 62 ‚ то положим 


ре _@ 
—фх р 


и получим 


48. Если 
у —= (а -- 62) ® ‚ 


то новая переменная х, посредством которой как у, так и 2 выражаются рацио 
нально, может быть найдена так. 


Подставим 
т 
у—=т , 

тогла, 

в. 

(а-- 52)" =х”", 
ОТЕУДа 
1 
(&-—=- 02)” =х, 

следовательно, 


Так оба количества у и = будут определены рационально через х при помощи под- 
становки 


которая дает 


Хотя ни у через 2, пи, обратно, г через у рационально выразить нельзя, одкако 


О ПРЕОБРАЗОВАНИИ ФУНКЦИЙ ПУТЕМ ПОДСТАНОВОК 65 


клждая из этих функций сделалась, вполне удобно, рациональной функцией нового 
перейенного количества х, введенного путем подстановки. 
49. Пусть 


‚С 


требуется найти новое переменное количество х, посредством которого и уиз 
выражались ды рационально. 
Прежде всего ясно, что можно удовлетворить требованию, подставив 


у—% , 
если 
т 
а -- =) м 
Р- 92 , 
то 
а-- Ь2 
ии 5х”, 
К 92 
и из этого уравнения ВЫВОДИМ 
__ @— 
— 92? — э 
что, будучи подетавлено, дает снова 
| / = д". 


Отеюда также понятно, что если 


(НЫ) = (и), 


то у и 2 выразятея рационально через 2, если каждое из выражений положить рав- 
ным 2””"; получится 


У т" — В 
И 
__ в — ри" 
90 —Ь ) 


этот случай никаких затруднений не представляет. 


50. Если 
у=У (а-- 52) («- 42), 


то удобная подстановва, посредством которой у и 2 выражали бы рационально, 
может быть найдена таким образом. 
Полставим | 


У@-)с-Е42) =@-+)=; 


5 Зак. 3250. — Эйлер. 
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в самом деле, легко видеть, что отсюда получитея для 2 рациональное выражение, по- 
тому что значение геременной = определяется простым уравнением 1). Именно, будет 
1 


с Г 4г = (а-1 62) 22, 


откуда ® 
с —-- а? 
р? — а 
Затем 


и так как у= И (а-- 52) (с 42) =(а-- 6.) х, то получаем 


__ (6е — аа) х 
фа ° 


Итак, ирраниональная функция 9 == У (а-- 52) (с-|- 42) приводитея к рациональному 
виду путем подотановки 


которая дает 
__ (се — а4)з 
У аа 


Так, если будет 


у=У®—2=У (а-- 2) @—2), 


то 6 —=--1, с=а, 4= — 1; подетавляя 
___ @— а 
я — 1.2 , 
получим 
__ 242 
УЕ 


Всякий раз, как выражение под знаком У содержит два аростых действительных 
множителя, приведение к рациональному виду производится этим способом; если же 
два простых множителя будут мнимыми, то лучше пользоваться следующим приемом. 


51. Иусть 
у- Ира Я; 


‘требуется найти удобную подстановку для г, чтобы выражение для у стало ра- 


циональныьм. 
Сделать это можно многими способами, смотря по тому, будут ли р и 4 количе- 
ствами положительными или отрицалельными. Пусть сперва р — положительное коли- 


1) То-есть уравнением первой степени отновительно 2. 
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чество; подетавим 08 вместо р; конечно, р может вовее и не быть квадратом, однако 
иррациональность постоянных количеств не играет здесь никакой роли. Итак, пусть 


[. у= У а? 52-1 с2?; подетавим 


Уа-Р 602 -+ с2? = а-Р 22; 


тогда 
р —-с2 = ах ат, 

откуда 

_ Ь — 2. 

" — а —@ › 
затем 

В.» — 9.17 — ас 
У о и 


таким образом г и 7 являются рациональными функциями #. 
Пусть теперь 


П. у=У а? 6=--с; подетавим 


ле -Ре=а-х; 


тогда 
6: -—- с = Захг -- 27, 

и 

а 1 — С 

Ь — ра. 
‘Затем получится 
— ас 5 — а"? 
у=ае-- ый 


Ш. Если р и г будут количествами отрицательными, тогда, если не будет 
4?`> 4рт, значение 1 всегда будет мнимым. В случае же 94?`>> 4рт, выражение 
р—4=-- 2? может быть разложено на два множителя, каковой случай относится 
к предыдущему параграфу. Часто, однако, бывает удобнее приводить к форме 


у=Уа?- (6- с2) (а- е2); 


для представления ее в рациональном виде подетавим 


у=жа-- (6-02) х; 


тогда, 
а-- е: = Зах -- 65? -|- 0222, 
ОТЕ уда 
„_@ — 2ах — 642 
= ——— 
сх? —е 
И 


— ае | (са — бе) т — ас? 
пм. 
сх? —е 


5 
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Иногда более удобным может оказаться приведение к форме 
у= У а? (6 - с2) (а-е2). 
у— ае-- (6 -- сг)х 


а-|- = 2ах2 -- 647? -|- сх? 


Тогда подетавляем 


и получаем 


И 
Ь..2 — а 


в = —_——————————— 
е — Зах — сх? ? 


& затем 
__ — аа - (е — са) ж — аб? 
У— е— Зах — сх? " 


ПРИМЕР 


Пусть дана иррациональная функция 2 
у=УИ—1- 32—28; 


ее можно привести кв виду 


у=У 1—2 32—2=У1— (1—2) (8—2); . 


положим 
у=1— (1 —2)1; 
тогда 
Ща =- 2-1? — 22а 
И 
— 2 — 2% -- 2? 
1 -- 22 
Затем получаем . 
— 2х 
р. 
1 +х — 27? 


/ —=1— (1—2) х == Е 


Это — почти все случаи, которые разрешает неопределенная алгебра или метох 
Диофанта; в других, не упомянутых здесь случаях приведение к рациональному виду 


путем рациональной подстановки произвести нельзя. Поэтому я перехожу к изложению 
другого применения подстановок. 


) 


52. Пусть у будет фуницией переменной 2 вида 
2" се =0; 


надо найти новую переменную т, посредством которой значения у и 2 моли ды 
оъить выражены явно. 
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Так как общего способа решения уравнений не существует, то из данного урав- 
нения а1/“-| 52° су"2° —=0 ни у через 2, ни, обрално, 2 через у выразить нельзя. 
Для устранения этого неудобства подетавим 

у=х”е”; 
получим 
вы 28 -- С рт лт +5 —0. 


Теперь определим показатель я'так, чтобы из этого уравнения можно было найти зна- 


чение переменной г. Это можно сделать тремя способами. 
1. Пуеть 


и, значит, 


тогда, разделив уравнение на 2“” ==2*, получим 


ах" оста" 6 0, 


откуда 
1 
— ад"Т —Ь ®— В 5 
*— сх" 
ИЛИ 
— ат —_р Ву — ов -{ 5 ` 
*— ст ) 
И 
__&5 - 
а" — аж" В1 — «8 - чб 
у— ватт 
Н. Шуоть 


о 
© 


В—=т--6, или п== =} 
тогда, разделив уравнение на 28, найдем 


ата Вс" —= 0 


откуда 
— т т 
—фр— смт \п-—В —Ь— сдт \%8—-%5—В 
БА ии п р — 
ах ах 
и 
в—5 
—Ь— ат \ “9-й 
у" | —— . 
ахбт 
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ТП. Пусть 
от =4т-|-8, или п=---; 


тогда, разделив уравнение на 2””, находим 


дл*" -- 8 — + сд" — 0; 


отсюда получается 


1 и —7 
— ат д еддт В &7 свт — ст в — Вт «8 
*— и) — (- и 
И 
ИИ 
аи и ей" 8—9 
у —@ Ь 


Итак, тремя различными способами получены функции переменной х, равные 2 
и 9. Вирочем, вместо т можно подетавлять любое число, исключая нуль; таким путем 
формулы могут быть приводимы к наиболее удобному выражению. 


ПРИМЕР 
Цусть природа функции у выражается уравнением 


18 —- 23 — суг = 0, 


требуется найтн функции х, равные // и =. Имеем 


Отсюда первый способ дает при т = 1 
а8 --1\* Газ -- 1 
"(7 ) ===”) 


еж > 
в = —— И 17 —= — —; 


ТЕ 43 


каждое из этих выражений к тому же рациссально. 
Второй способ дает такие значения: 


ИЛИ 


Третий способ дает: 


|3 
— 


2 == (65 — я3)° и 1=5(5—43)°. 
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53. Отсюда становится понятным, такого рода уравнения, посредством кото- 
рых значение функции у определяется через г, мозут быть решены этим способом 
при помощи введения переменной х. 

Положим, что в найденном уже решении получилось 


РЗ 


и — | 68 сх -- ит. -.) 
А -- Вх" - Сх” + ит. д. 


а 


с у= | аж® | ав 1 сай ит. д. } 
А- Вх -- 0х -- ит. д. 
и что, следовательно, будет 


и, эначит, 
—_ 4 
Хх =— 2} Р ® 


Так вак 
„ 


р __ ор" | 68 4 са + ит. д. 
А Ва -- хит. д. ' 


кз |< 


то, если вместо х подетавим его значение 3/2 ‚ ПОЛУЧИТСЯ уравнение 
“4 _ 84 _ 14 

> 24" ТР + Р ел 2 + итд. 
И" 


А Ву": Р 4 биг Р ит.д. 
которое приводится к такому: 


7— ва 7" — 4, 


Аг? -- Вуг Р уе? итд. = 


после умножения на <” оно перейдет в 


ад {7 «а — ва г а4 — за” 
Аг Р? +В’ РР Оу’? итд. = 
«9 — Ва 14—19 


=ау"-Н г ? сме Р ит.д. 
Подставим 
т и 9 


р в” 


1 
| 
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тогда будет [10] 
р=а—В, а=пт и г=от— Вт — ом, 


и получится такое уравнение: 


|2) тм 
О. “итд 
(а —1» 


= а“ НУ ое °—® ит. д. 


А” -- Ву г. 


оно будет решено согласно сказанному так, что получится 
а —В 
И (= + 58 + ст" + ит. д. чи — р — вв 
и А-- Вхе- 0:5 - ит. д. } 


и 
о 
[кт ит — ри — вп 
А -- Вх" -- 0х + ит. д. 
Или подетавим 
т И ЕР и; 
тогда, 
т —п— 9 И ЧИ, 
‚ ? р [м 
& также 
т __ 9 — ай 
р ро? 
отсюда 


р=р, а=трб—п и г=ит— атом, 


так что получится уравнение 
_› (т — т) 


Аг" -- Ву" 2” -- Су’ в итд = 
@ т) (&—1) (т — я) 
ми -Ны " су" " ит х, 
решая которое, получим: 

ОНИ а 

(= 6х8 -- сх над ит — ат - вп 
в — до 
А - Вх" -| 0х°- ит. д. 

в —э 


== ( ах" 6х8 -- схт 1 ит. д. ут 
А -- Вх" -- 05° | ит. д. 


54. Если у зависит от 2 таким образом, что 
ау? -|- Буг -- с2? -|- ду-- ег = 0, 


то хак у, так и 2 выразятся рационально через новую переменную х следующим. 
образом. 
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Положим у == тг; после деления на 2 будет 


аз?е - цхе-- се + ах Не=0, 
откуда находим 
— 4х —е — 9422 — сх 


®— ах^-- 6% -- с и Уу— ах? | фе--с° 


Добавим, что к заданной форме может быть приведено также уравнение между я) иг 
ау? —- Буг -|- сг? - ау-- ег + Г=0, 


путем уменьшения или увеличения обеих переменных на некоторое определенное по- 
стоянное количество; отеюда и`это уравнение может быть выражено рационально через 
новую переменную 2. 


5. Если У зависит дт г таким образом, что 


ау3 —- 622 -- суг? -- 423 -—- еу? - руг-- 9=? == 0, 


то как у, так ц 2 могут быть выражены рационально через новое переменное х 
следующим образом. 

Положим у==42; после подстановки все уравнение можно будет разделить на 22 
и получится 


алЗе -- бл2е-|- схг | 42-е? -{#-—-9==0, 


отсюда 
„_ 0—8 Ы-—9 
”` ажз- в? с® а’ 
& затем 


__ — 623 — 1 — 90а 
У паз ежа * 


Из этих случаев нетрудно видеть, каким образом должны быть преобразованы 
уравнения высших степеней, где у определяется через 2, чтобы такого рода решение 
могло иметь место. Впрочем, эти случаи содержатся в указанных выше формулах $ 58; 
но так как общие. формулы не так легко приспособить в более часто встречающимся 
случаям этого рода, то я и счел нужным некоторые из них разобрать отдельно. 


56. Если у зависит от е так, что 
а]? -- Буг -- с28 = а, 


770 оба количества у и 2 выразятся через новую переменную х таким образом. 
Положим у == г; тогда 
(а? + 0% с)? =а 


И затсм 


а 
8 — —_ р — 
ах? -- бес’ 
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у 4 
у—т ах? -- фе с" 


Подобным образом, если будет 
аз | бу?е -- суг? -- 423 ==ву-|- [, 
то при у==хг вее уравнение после деления на 2 дает 


(а23 -- 622 - сх -- 4) =? =е&-Е Г, 
.=у ее -- | 
—_ ахз -- фи? -- се -- а 


—_ ел: -|- | 
ут У эре 


отсюда, 


Эти случаи, а также другие, допускающие подобные ремения, содержался в сле- 
длующем параграфе. 


57. Если у зависит от г так, что 


у" бу" та" Тау" итд. = 
у та Ь- ит. д. 


710 вак 2, так и у удодно выразятся через новую зеременную х следующим образом. 
Пуеть у == 12; после подстановки можно будет разделить все уравнение на 2", . 
если показатель 7 больше, чем 7; тогда получится 


(аж ва" ед” Тао и т. д.) ат — 
о 


== ад | Вах" а” ит. д. 


отсюда получится: 
1 


а — О У И ип —3 ит к)" " 
ан бат 1 с" тб итд.) 


1 


“ 


. — Г — эн — п 
а ва Ти 5" З- ит. д. 
у % т 7% —1 „9 =—3 т — 3 _ 

/ аа; + бх -- сх -- ал: -- И т. д. 


Это решение, конечно, имеет место тогда, когда в уравнении, выражающем при- 
роду функции у через 2, везде ветречается только двоякое число измерений у и 2; 
так, в расемотренном случае число измерений в отдельных членах есть либо т, 
либо п. 


58. Если в уравнении между у чц = встречаютея измерения троякого рода, 
высшее из которых настолько превосходит среднее, насколько это среднее превышает 


ел 
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наименьшее, то переменные у ц 2 могут быть выражены через новую переменную т 
путем решения квадратного уравнения. 


Если положить у == 72, то после деления на наименьшую степень переменной 2 
значение 2 выразится через х посредством извлечения квадратного корня, Так это 
будет видно на следующих примерах. 


ПРИМЕР 1 
Пусть 


ау —- уг -- суг? -- 423 —= 2еу? -|-- 2[уг --- 292? -- Ву -[- г. 
Подставим у==2. тогда по разделении на 2 будет 
(а23 -- 62 - сх-Р 4) 2? ==2 (ет? | ие - $; 


отсюда получится для г такое значение: 


__ ее ед = У (е Е № +9) - (аз 62 | в + 8) в 3) 
— | а23 -|- 622 -- сх -- 4 , 
найдя которое, будем иметь у = 2. 


ПРИМЕР 2 
Пусть 
2 = 2аг3 -- фу-- с2; 
если положить у==42, то 
25:1 — 2422 - 6х -- с, 


откуда 
2 @= УЕ Ро 
т? 
и — Уз = У -Р 56 - с 
а? Ух 
И ОНИ 
__ Ув= У 42-628 -- с 
у д Ух | 
ПРИМЕР 3 
Пусть 


1110 — Зауг8 —- Бугз | сг*,. 


где встречаются измерения 10, Ти 4; положим у==42; тогда уравнение по разделе- 
нии Н& 2% перейдет в такое: | 


21026 — 2 аз |- б%--с 
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м—— 


ИЛИ 
2ахгз + ож -с 
26 — а ее ‚ 
% 
отсюда 
23 — ах =х Уф -- 59 - св 
7210 э 
и, стало быть, 
ООО 
Ув У ыы с 
2 — —— 
23 ? 
3 и иивиитиоьрииичивынонннь 
у— Уа- Уа?- 9 -- сх8 


2 


Из этих примеров достаточно ясно применение подстановок подобного рода. 


ГЛАВА У 
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59. Так как дробные и ирраииональные функции переменной 2 не заключаются 
в челой форме А-- Ве -- С? -- Оз и т. д. с конечным числом членов, то обычно 
ищут такого рода бесконечные выражения, которые "редставляли ды значение 
любой функции — дробной или иррацчональной. Даже природа трансцендентных 
функций считается более понятной, козда они выражены в этой, хотя и бесконеч- 
ной форме. 

Как природа целой функции видна лучше всего, если эта функция разложена 
по различным степеням 2, т. е. если она приведена в форме А-|- Вг-- С? -- О23-- 
и т. д., — так эта же форма кажется наиболее удобной для воспринятия разумом при- 
родных свойств всех остальных функций, если даже число членов окажется в действи- 
тельности бесконечным. Ясно, что никакую нецелую функцию переменной ‘г нельзя 
выразить конечным числом членов вида 


А-- Ве Р-р и т. Д., 


потому что ‘тогда функция была бы целой; если же кто сомневается, чтобы можно было 
выразить функцию посредством бесконечного ряда членов подобного рода, то это со- 
мнение устранится при развертывании каждой функции. Для большей ясности этого 
утверждения следует допустить, кроме степеней переменной 2 © целыми положитель- 
ными показателями, еще какие угодно степени. В таком случае не будет никакоге 
сомнения в том, что всякая функция 2 может быть преобразована в такое бесконечное 
выражение: 


А-Р Ве би - ит. д., 


де показатели а, В, 1, бит. д. обозначают любые числа. 
60. Путем непрерывного деления можно разложить дробь 


а 
а -- Вг 


бесконечный ряд 
аВ= аВ23? аВЗ23 аВ42* 
Та я Тв 


—> и №. Д., 
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хоторый вследствие сохранения можду любым членом у следующим за ним постояи- 
ного отношения 1:— — называется зеометрическии рядом. 


Этот ряд можно также найти, не зная его происхождения; положим: 
@ р „3 4 
атв= А Вё-| (2 —- 7) -- Е —- И Т. Д., 


и иусть для осуществления равенства надо найти коэфициенты .1, В, С, ПР ит. х. 
Тогда будет 


а —= («--В2) (А-- Ве-- С2?- Оез-+ ит. д.), 
& после того, как будет произведено умножение, получится 


а= А -- «Бг -- «(2? -- «023 Ра Е=4-- и т. д. 


—= 84= -- ВВг? -- ВС Е ВО - и т. д. 
Поэтому должно быть 


С 
1=—=а4А и, значит, А = =} 


сумму же коэфициентов каждой степени переменной 2 следует положить равной нули; 
отсюда получаются уравнения 


а«В-- ВА = 0, 
а(-Е ЗВ = 0, 
ар -- ВС =0, 
«Е-- ВЛ = 0 
ит. д.; 


найдя любой коэфициент, легко получить следующий; если коэфициент какого-либо 

члена равен Г, а следующий равен ©, то будет 
«О-ЕВРО или 9=— 1%. 

% 


Ф» ®) а 
Но так как первый член А найден равным —, то из него определяются следующие 
буквы ВБ, С, О ит. д. таким же образом, как они получились при делении. Иееледуя беско- 


нечный ряд для нетрудно убедиться, что коэфициент при степени 2” будет 


[А 
а, 
равен — вт, где знак плюс имеет место, когда число и четное, знак же минус, — 


у) 
и — 
когда число и нечетное, т. е. коэфициент будет равен < ( ^) . 
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———_—_—_—_ 


61. Подобным образом путем непрерывного деления может быть развернута. 
5 бесконечный ряд дробная функция 
а-- 52 
а | Вг-- 12? ` 


Так как деление вещь -— утомительная, и притом не так легко обнаруживает при- 
`’роду бесконечного ряда, то будет удобнее в качестве искомого напиеать произвольный 
ряд и затем определить коэфициенты указанным выше способом. Пусть 


а-- 6: Э . 
а -- В2 -- 122 = А-- Вё-- С? Огз-- Е^*-- ит. д.; 


помножим обе части на «-- Ве 122; тогда получим 


а-|- 62 = «А--аБег -- а(2? |- «О -раЕ= -- ит. д. 
= В Аг + ВВ? -- ВСё3 - ВОг -- ит. д. 
—- 1.422 -|-уВг8 -- 1О”- и т. д.; 


«А =а; э«Б--ВА=Ь, 


отеюда 


откуда находим 
А—° и в 9, 


остальные же буквы определятся из следующих уравнений: 
аС-- ВВ--1.А = 0, 
ор --ВС-ЕтВ ==0, 
«Е--ВО--10 =0, 


а-- ВЕ-- {О =0. 
ит. д.; 


отеюда по любым двум соседним коэфициентам находится следующий. Так, если деа. 
соседних коэфициента будут Ри 0, а следующий АД, то будет 
«В --В0-|-1Р=0 или в=— 9-1. 


а 


Так как две первых буквы А и В уже найдены, то все следующие С, О, Е, Ё ит. д- 


‘можно последовательно найти по ним, и, таким образом, будет получен бесконечный 


ряд 4 -|- Вг-|-0:2-- Р23-- и т. д. равный данной дробной функции а: 


ПРИМЕР 
Пусть задана дробь 
1-- 22 


1—2—2 › 
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Ш 


приравняем ей рях 


А-- Вг—- (г О28-| ит. д.; 


Так как 
4—1, 6=2, а=1, В=— 1, = — 1, 
то будет 
А=1, В=3, 
и тогда, 
С=В-НА, 
р = С-В, 
Е = р - С, 
Е=Е--О 
и т. д. 


Слелювательно, любой коэфициент равен сумме двух предыдущих; поэтому, если най- 
дены два соседних козфициента Ри 0, то следующий будет 


В=Р-+ 0. 
1+2 


Но так ка два первых коэфициента А и В найдены, то данная дробь т; 
—#—-& 


преобразуется в такой бесконечный ряд: 
1-- За-[ 422 -- 723 -- 1124-- 1825 ит. д., 
который безо всякого труда можно продолжать сколько угодно. 


62. Из этого уже достаточно видны природные свойства бесконечных рядов, в ко- 
торые преобразуются дробные функции; именно, они сохраняют такого рода законо- 
мерность, что любой член может быть определен по нескольким предыдущим. Если 
знаменатель данной дроби будет 

а-- 82 


и бесконечный ряд принят равным 
‚ А+ Ве 0-+... Е Рг”- 902" т* -- Вт * 5 ит д, 


то любой коэфициент @ определится по одному только предыдущему Р так, что будет 


а - ВР =0. 
Если же знаменателем будет трехчлен 
а-—- Вг-| 428, 


то любой коэфициент Е ряда определится по двум предыдущим О и Р так, что 


будет 
ав -1Р=0; 
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ра 


подобным образом, если знаменателем -будет четырехчлен 
а-|-- Ве 12? -- 623, 
то любой коэфициент © ряда определится по трем предыдущим В, ОиР "эк, что 


будет 
ая -- ВВ-- 19 --8Р =0, 


и так далее. Итак, в этих рядах любой член определяется по нескольким предыдущим 

согласно некоторому постоянному закону, причем этот закон сам с0бою определяется 

из знаменателя дроби, производящей этот ряд. Эти ряды, следуя известеому Моавру, 

который весьма обстоятельно изучал их природу, обычно называют рекуррентными"), 

потому что приходится возвращаться к предыдущим членам, если хотим узнать еле- 
\ 


дующие?). 


63. Лалее для образования этих рядов требуется, чтобы у знаменателя постоян- 
ный член а не был равен нулю; так как первый член этого ряда А =—, то он, а за 


ним и все следующие станут бесконечными, если « =0. ЕсЛи исключить этот случай, 
который я разберу непосредственно далее, то дробная функция, которую нужно пре- 
образовать в бесконечный рекуррентный ряд, имеет такой вид: 


а.-- ве [ег а + и т. д. 


1 — а2 — 622 — 123—024 — ит. д.? 


здесь первый член знаменателя я полагаю равным единице, так как дробь всегда 
может быть приведена к этому виду, если он не равен нулю; все же остальные члены зна- 
менателя я рассматриваю как отрицательные, чтобы все члены‘ полученного отеюда 
ряда были положительными. ЕсЛи возникающий отсюда рекуррентный ряд принять 
равным 


А-- Ва-Р 02 -- р -- Ея- ит. д. 


то коэфициевты определятся так: 


А = а, 
В = А-Ь, 
С —=аВ-- ВА --с, 


Р=ас- вв А-а, 
Е=ар-- О-В ЗА-е 


и т. д. 


1) По-латыни гесиггеге — возвращаться. 


2) См. примечание 41 (к $8 211). О рекуррентных рядах Эйлер подробно говорит в гл. ХШ 
я ХУП этой книги. 


3 Зак 325. -— Эйлер. 
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у ——————Щ—[=ы—^ ——— до —————ы—ы—ы—ыЫы—ы—ы——— 


Таким образом каждый коэфициент равен сумме кратных нескольких предыдущих 
коэфициентов, увеличенной на некоторое число, доставляемое числителем. Если только 
числитель не простирается в бесконечность, то это присоединение слагаемого из чиели- 
теля скоро закончится, и тогда любой член определится по нескольким предшествующим 
соглаено постоянному закону. 

Чтобы нигде не нарутался закон последовательного образования коэфициентов, 
следует брать правильную дробную функцию; если же взять неправильнтю дробь, то 
заключенная в ней целая часть прибавится к ряду, и в тех членах, которые она уве- 
личит или уменьшит, она нарушит закон последовательности. Так, вапример, непра- 
вильная дробь 


дает такой ряд: 
1 -|- З2-[ 42? -|- 623 - 1024-1625 26:6 + 427 -- ит. д., 


где из закона, в силу которого любой коэфициент представляет сумму двух предыдущих, 
исключается четвертый член 623. 


64. Особого расемотрения заслуживают рекуррентные ряды, когда знаменатель 
дроби, из которой они получаются, есть стецевь. "Так, если дробь 


а-- 6 
| (— 2} 
разложить в рад, то получитея 


а-- 2заг -- За?а2? | 493аг3 —- 5о4а2*-- ит. д. 
—- 02-226 2? -- 3926 г3 -- 4036 24 и т, д., 


2 


гле гоэфициент при степени =” будет 

(ие рата-- па" 15. 
Этот ряд будет рекуррентным, потому что любой член определяется по двум прелы- 
дущим; закон этого определения легко усмотреть из развернутого выражения знаме- 


налеля, именно 1 — 202-[ 9229. 
®сли положить а ={Т и 2==1, то ряд перейдет в общую арифметичеекую про- 


грессию 
а-- (2а-Еь)- (За-- 25) - (4а- 35) + ит. д, 


у которой разности постоянны. Следовательно, всякая арифметическая прогрессия есть 
рекурренлный ряд; если 


АВС Е-Е- ит. д. 


булег арифметической прогрессией, то _ 


1=2В—А, О=30—вВ, Е=2)— О ит. д. | 
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65. Далее, хробь 


а -- Б2-{ с2? 
(1 —а2)3 
если иметь в виду, что 
= — (1—2) °=1-Р За 622? | 104823 | 15о44 | ит. Д., 


(1— (1—а2)8 — 


преобразуется в такой бесконечный ряд: 
а-|- Зааг —- 6924г? -|- 1093423 -|- 1504аг*-|- ит. д. 
—- 62- 30622-- 642628 |- 100364 ит. д. 
< с2-Р 3ас23- 6926 - ит. д., 
в котором степень 2” будет иметь коэфициент 


У еа а” а-|- тео Тр. и" а"? с 
.о . 


\, . 
Если же положить «=1 и г=1, то [ряд этот перейдет в общую ‚прогрессию 


второго порядка, у которой вторые разности постоянны. Если 
АЕВ--СО-Е-ТРЕ-- ит. д. 


означает такого рода прогрессию, то она вместе с тем будет рекуррентным рядом, 
любой член которого определяется по трем предыдущим тах: ` | 


р=зс—з3ВРА, Е=зр—3С-+Б, Г=зЗЕ—ЗО--С ит. д. 


Так как у членов арифметической прогрессии вторые разности также равны, именно 
равны нулю, 10 это свойство распространяется и на арифметические прогрессии. 


66. `Подобным образом дробь 
а -—- 62 -- с2? -- 423 
(1 — 2) 


даст бесконечный ряд, в котором любая степень г” будет иметь коэфициент 


Еее. ‚п орет, Пу а. | 
1-2-3 1.2.3 
1—2)” зу 
— 1.2.3 


Если положить а =1 и г=1, то этот ряд охватит с0бою все алгебраические про- 
грессии третьего порядка, у которых третьи разности постоянны. Все прогрессии этого 
порядка 


А-В-О-О-Е-Е- ит. д 


6" 
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вместе с тем будут рекуррентными, происходящими от знаменателя 1— 42 -- 
-- 622 — 423 -|-24; отсюда будем иметь 


Е =4)—6С--4В—4, Е=4Е— 60-1 40—В вт. д; 
свойство это относится также ко всем прогрессиям низших порядков. 


67. Этим путем можно показать, что все алгебраические прогрессии любого но- 
рядка, которые в окончательном результате приводят к постоянным разностям, будут 
рекуррептными рядами; закон их определяется из знаменателя (1 —2)", если число п 
больше того, которое указывает порядок прогрессии. Так как 


"--(а--%)"-+ а 5)" а-- 35)" ит.д. 


8 
представляет собой прогрессию порядка 77, то по природе рекуррентпых рядов будет 


о" — та" @- 25)" — в аз". 
= [@-- ®— 1)" = (а-я), 
гле надо взять верхние знаки, если ® — чиело четное, и нижние, если ® — нечетное. 


Это уравнение верно всегда, если п есть целое чиело, большее, чем ж. Отсюда по- 
нятно, как широко простирается учение о рекуррентных рядах. 


68. Если знаменатель будет стеценью не двучлена, а многочлена, то природа 
ряда может быть уяенена также другим способом. Пусть дана дробь 
1 


(1 — ад — 322 — 128 — 824 — ит. д)® №1 * 


у 
возникающий отеюда бесконечный ряд будет 


т--1 1 (тт 2) ЕО (2) (т 3) 
9 | ат Г 
т--1 | 
—“ ] 


Для более глубокого изучения природы этого ряда пределавим его с помощью озиах 
букв таким образом 


1+ Аз-н Ве? Оз... Ко ТТ МП № ит. д. 


причем любой коэфициент № определится нозредетвом стольких предыдущих, сколько 
имеется букв о, В, {, би т. д. таким образом 


М— иги ам" Е" р-н 9" 1 ит. д. 
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Хотя этот закон образования членов и не постоянен, но зависит от показателя сте- 
пени 2, тем не менее для этого же ряда подходит другой постоянный закон, который 
получается из развернутого выражения для знаменателя, соответственно природе рекур- 
рентных рядов. Но указанный непостоянный закон имеет. место только тогда, когда 
числитель дроби есть единица или постоянное количество; если бы числитель содержал 
также несколько степеней 2, то этот закон стал бы гораздо более сложным; это легко 
обнаружится после изложения начал дифереяциального исчисления. 


69. До сих пор мы полагали, что первый постоянный член знаменателя не равен 
нулю, и на его место поставили единицу; теперь посмотрим, какого рода ряды полу- 
чатея, если постоянный член в знаменалеле исчезнет. В этих случаях дробная фувк- 


ция будет иметь вид 
а-{ 62 - с2? + ит. д. , 
2 (1 — а2 — В=* — 128 — ит. д.) ? 


если откинуть множитель + в знаменателе, то оставшуюся дробь 


а-- 62 + в? ит. д. 
1 — а2 — 62? — 28 — и Т. Д. 


можно развернуть в рекуррентный ряд 
А -- В»-- 02 О - ит. д.; 
посяе деления на 2, очевидно, получим 


а-- 2 с2? | ит. д. =— + В-- 02 р? -|- Ез -- ит. д. 


# (1 — 2 — 822 — 128 — ит. д.) — 


Подобным образом будет 


а-- 02 - с2? 1 ит. д. __ 4 В. -9 
2 ааа К РОК 92-Е 2 тит, 


п вообще будет 


а-- 62 -- с22 4 ит. д. А В С р 
—=-т-Е ж®—т-| тов`Г Г и т. д., 


8" (] — аа — 82? — 18 — ит.д.) 2 
каково бы ни было число т. 


710. Так как посредством подстановки вместо 2 может быть введена в дробную 
функцию другая переменная 5х, и этим путем любая дробная функция может быть 
преобразована в бесчисленные различные формы, то, таким образом, одна и та же. 
дробная функция может быть выражена бесчисленными способами посредством ревур- 
рентных рядов. Нусть дана дробь 

У —= 8 , 


п нутри 
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или, в форме резурренаного ряда, 


у=1-+ 224- 322 -- 523 -|- 824 4 ит. д.; 
ПОЛОЖИМ г=-; Тогда, 
_ 2+2 _ _—=А- =) 
 ж-ф-а—-Е 12—20 ` 


Но 


1-х 5 . 
Ея = 0 рф 25% — 355-516 — ит. д.; 


отсюда будет 
у—= —#-- 022 —28-- 44 — 245 -- 346 —557-- ит. д. 


Или положим 


. 1-—х 
& — 11а у 
тогда 
у = 2—2 
1 — 4% — а? 
откуда 


/ = — 2 — 105 — 425? — 17823 — 75424 — ит. д.; 
такого рода рекуррентных рядов для у можно найти бесчисленное множество. 


71. Иррациональные функипи обычно преобразуются в бесковечпые ряды по 
такой универсальной теореме [11]: 


т т — т —п тт — 2ъ 


(РР О)” ре Р по ОР ъ 0-1 
т — 5 
ОР" фата: 


- 77% 
члены эти, если —- не будет целым положительным числом, идут до бесконечности. 


Так, подставляя вместо т и п определенные числа, получаем 


1 1 1 5 
5 1$ 51 1:1.8, | 
(Р--О) —=Р” УР оф р. о “ 0— ит =. 
1 1 ы 
(Р-Р 0) °=Р Тр 'о г 1.8 р. я бр 2 4 ит 
2 3:4 5.4.6 и 7. 
1 1 —_ 5. 
з 1 1.2 3 1.2.5 | 
(Р--9)* = Р* НУР. о} 6 повтор 03 — ит Д., 
1 1 
р -З_рз_1рз , 1-41, 
(Р--О) — —&5 то р. я 5. вор ‚9 -- и Т. Д., 
Г п 
ео ыР ро ета пад 


ИТ. Д. 
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72. Члены этих рядов следуют друг за другом таким образом, что любой может 
т 


быть образован из предыдущего; так, если в ряде, получающемся из (Р--0)”, какой- 
либо член равен 


т — кп 
МР " 90 
зо следующий будет равен 
И т — уп “А п 1 
о МР " 0’. 


ЕН” 


Следует заметить, что в каждом следующем члене показатель Р уменьшается на еди- 


вину, а показатель ©, напротив, увеличивается на единицу. Чтобы легче было при- 
т 


менить сказанное к любому случаю, можно общую форму (Р-Р 0)” представить так: 


97%, т 
— — 7% 


И 
я т 7% т 
г (1 т >) ‚ развернув Формулу (1 - 5) и помпожив полученный ряд на Р”, 


получим вышеприведенный ряд. Далее, если и будет обозначать не только целые, но 
также и дробные чиела, то ничто ве препятетвует вместо и поставить единицу. После 


э10го, если вместо ъ, которое является функцией 2, поделавить 2, то будм 


"О 2 2* | *® 1 И т, д, 


7 — г й-- 
(На =1-ти Е 


Для ральнейшего наблюдения законов последовательностей разложение озщей формулы 
в ряд удобно обозначить так: 


и — } — т— 1) —2\ 2 — 9 — — , 
(1+ 2) и В В на, д. 
13. Пусть сперва 


тогда 


т =-1 т — 1 и — 1 —2 —1 —2 —3 
С 
Напишем вместо этого ряда общую формулу 


1-- А2-Г Вг? - Оз--... + Ма" -Н М2" + ит. д. 


*› < } 
при этом любой коэфициент № определится из предыдущего М так, что 


8$ ГЛАВА ТУ 


Так, если положить ® =1, то, ввиду того, что М ==1, будем иметь 


№М— А— "а 


® ое » р т— 1 
затем, если положить п = 2, то, веледелвие того, что М = А = 9, будем иметь: 


= В=" ам = "ОЭ аз; 


подобным же образом дальше 


с—* —34 — "®—1(т— 2) (®—3) аз, 
3 1.2.3 


как указывает выведенный выше ряд. 


74. Пусть 


== 02 -- В2?; 
Ога 


(аа т аа ва) | а ит.д. 


Если же расположить члены по степеням 2, то будет 
(1 аё-| 322)" 7" — 
=1-- и аа" ал Пти 


3) 
1.5.3 323 —- ит. д, 
— 1 „о 1 т — 1] —2 
--- 62 —-- бп . и 2) 203.8. и т. д. 


Напишем вместо этого ряда общую формулу 


1 Аг Ве ое... НТ М1 М ит, хх; 


любой коэфициепт определится по двум предыдущим так, что 


. т п 29, — 

№ = гм- 2"—т вт. 

7 } 
отеютла моя1о определить все члены по первому, Боторым авллетья единица. 
Именно, 
7% — 1 
А = “, 
27—92 
Г В, 


-—3 912% — 
с="- а: 


р 


т, — 4 2т— 4 
р=— с--—, ВВ 
и т. д. 
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75. Если 
= аг-|- Вг? | 123, 
то 
паев "1 = 
1“ —1 (а2- Ве? пе) О о-ва и Т. Ж.; 


выражение это, если все члены расположить по степеням 2, перейдет в ряд 


1 ее аг (т — г ее — 2) а? 9 -- (эт — 1) и 5 (т — 8) а828 -|- ит. к. 
-- т = 3 8г2 + Они ини : ке —9) 2аВ23-- и т. к. 
-|- и 23 ит. д. 


Чтобы лучше уяснить закон последователькости этого ряда, напишем вместо, 
вего 


1-- Аг ВР Он... Ка ТТ Мат Ми т. д.; 
зобой козфициент этого ряда определится по трем предыдущим так, что 


М —= 


2т —п Зт—п т. 
Ир "ЯК. 


Так как первый член равен единице, & предыдущие — нули, то будех 


т — 1 
3 


А = 


С, 


т — 2 2 —2 
В, 


и 


р = 


2т — 4 3т — 4 
ВВ 914, 


—5 2т — 5 3т — 5 
Е" ар "- вс "- В 


и ©. д. 


76. Вообще, если положить 


(1-е - 822 | 123-34 - и т. д." = 1 42+ Ве?-Р О2-+ ра Её - ит. ж., 
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то отдельные члены этого ряда определятся по предыдущим таб: 


—2 2% —2 


И Т. д. 


Именно, каждый член определяется посредством стольких предыдущих, сколько 
имеется букв а, В, \, бит. д. в функции =, степень которой развертывается в ряд. 
Впрочем, сущность этого закона соответствует тому, что сказано выше в 8 68, где 
мы развернули в бесконечный ряд подобное выражение ( 1—02— Ве — 128 — ит. д.) "7; 
если вместо % написать — 2% и буквы а, В, |, би т. д. считать отрицательными, то 
найденные ряды совпадут. Однако здесь не место обосновывать этот закон, поскольку 
это можно будет сделать удобно лишь при помощи начал лиференциального исчи- 
селения; пока достаточно подтвердить справедливость его путем приложения к раз- 


личпым примерам. 


ГЛАВА У 
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17. Хотя мы до сих пор рассматривали много переменных количеств, однако 
они были сравнимы между собой, будучи все функциями одного, и при определении 
одного остальные также определялись. Теперь мы будем рассматривать такие пере- 
менные количества, которые друг от друга не зависят, так что если одному какому- 
нибудь дать определенное значение, то остальные все же останутся неопределенными 
и переменными. Такие переменные количества, каковы, например, х, 9, 2, будут со- 
ответствовать сущности этого понятия, когда любое из них заключает в себе все 
определенные значения; при сравнении между собой они ничем не связаны, так как 
если мы вместо одного переменного, 2, подставим любое определенное значение, то 
остальные переменные жи у все же будут простираться так же широко, как раньше. 
Различие между переменными количествами, взаимно друг от друга зависящими и не 
зависящими, состоит. в том, что в первом случае, если определить одно, то вместе 
с тем определятся остальные; в последнем же случае определение одного не огра- 
ничивает значений остальных. 


78. Функция двух или долее переменных воличеств т, у, г есть выражение, 
составленное каким-либо образом из этих количеств. 
Так, 


28 хуг-| а2? 


будет функцией переменных количеств х, 9, г. Эта функция при определении одного 
переменного, скажем 2, т. е. при подстановке на его место постоянного числа, оста- 
нется величиной переменной, именно, функцией х и у. Если кроме 2 определить 
также у, то и тогда все же получится функция переменной т. Такая функция многих 
переменных получит определенное значение не раньше, чем будут определены все 
отдельные переменные количества. Но так как одно переменное количество может 
быть определено бесчисленными способами, то функция двух переменных, поскольку 
она при любом определении одного из них может принять бесконечное число значений, 
в общем случае будет допускать бесконечно-бесконечное чпело значений. У функции 
трех переменных число значений будет еще в бесконечное число раз больше; оно 
будет расти дальше по мере увеличения числа переменных. 


сэ 


ГЛАВА У 


79. Тавие функции многих переменных, подобно функииям одного переменноло, 
вечен» у000но разделяются на алгебраические и трансцендентные. 

Первые из них — это те, способ составления которых основывается только на 
алгебраических действиях, вторые — те, в образование которых входат также транс- 
жендентные действия. Последние можно было бы снова различать по видам, смотря 
но тому, затрагивают ли трансцендентные действия все переменные количества, или 
некоторые, или же только одно. Так, выражение 22—-у4{= ввиду присутетвия лога- 
рифма будет транецендентной функцией уи 2; но ее следует ечитать не вполне 
транецендентной по той причине, что если определить переменное г, то останется 
алгебраическая функция у. Однако не следует без нужды увеличивать объем книги 
шохобного рода подразделениями. 


80. Алгебраические функции подразделяются затем на рациональные и ирра- 
циональные; рациональные же, далее, — на целые и дробные. 

Смысл этих названий вполне понятен уже из’ первой главы, именно: рацио- 
шальная функция совершенно свободна от всякой иррациональности в тех переменных 
количествах, функцией которых она является: функция будет целой, если она не 
заключает никаких дробей, в противном же случае она будет дробной. Общий вид 
мелой функции двух перемевных 1/ и 2 будет таков: 


а Ву -- 12 -- 6? -- вуг -[ 62? -- чу -- вуза цу? Е х23 п т. д. 


Р „ 
Нли Ри О будут означать целые фупкции подобпого рода, то -б будет общей фор- 
мой дробных функций. Наконец, пиррациональная функция может быть явпой и не- 
явной; первая раскрыта вполне при помощи знаков радикалов, вторая же выражается 
косрелством неразретимого уравнения; так, Г будет неявной иррациональной 


функцией 4/ и &, если 
78 = (ауг-Е 28) У? -- (у 24) У ув 2ау-|- 5. 


$1. Затем и у этих функинй точно так же, как у тех, которые образованы 
8 0дного переменного, следует обратить внимание на многозначность. 

Так, рациональные функции будут однозначными, потому что при определении 
отдельных переменных количеств они дают единственное определенное значение. 
Пусть Р, ©, А, © ит. д. означают рациональные или однозначные функции пере- 
менных 2, 9, 2, тогда Г, определяемое уравнением 


Р?— РУ 0—0, 


бухет хвузпачной функцией тех же перемен: ых: какие бы определенные значения 
ни давались количествам т, У и 2, функция ТУ постоянно будет иметь не одно, 
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а два определенных значения. Подобным образом 7 будет трехзначной функцией, если 


Уз — Р’з-- ОГ— В =0; 
таким же образом обстоит дело и с дальнейшими многозначными функциями. 


82. Если функция одного переменного 2 приравнивается нулю, то переменное 
количество 2 принимает либо одно определенное значение, либо несколько; точно 
так же, если функцию двух переменных у и 2 положить равной нулю, то в таком 
случае одно переменное определяется посредетвом другого, и оказывается, слхедова- 
тельно, его функцией, хотя раньше они друг от друга взаимно не зависели. Подобным 
образом, если функцию трех переменных х, у, 2 положить равной нулю, то одно из 
переменных определяется при помощи двух остальных и оказывается функцией их. ' 
То же самое получается, если функцию положить равной не нулю, но постоянному 
количес1ву или даже другой функции; из всякого уравнепия, сколько бы переменных 
оно ни содержало, всегда одно переменное определяется через остальные и является 
их функцией; два различных уравнепия, устанавливающие зависимость между одними 
и теми же переменными, определят два из них через остальные и т. д. 


88. Наибольшего внимания заслуживает деление функций двух и более не]`в- 
менных на однородные и неоднородные. 

Охнородная функция [12] — это такая функция, все члепы которой имеют охи- 
наковое число измерений переменных; функция же неоднородная есть такая, в которой 
встречаются члены различного числа измерений. При этом считают, что каждая пере- 
менпая составляет одно измерение, квадрат каждой, а также произведение двух 
дают два; произведение трех переменных, одинаковых или различных, — три ит. д.; 
постоянные же количества в счет числа измерений не принимаются. Так, считают, 
что формулы 

| 91), Вг 
имеют одно измерение; 
оу?, Вуг, 12? 
имеют два измерения; 
хз, Ву?г, уг, 623 
имеют три измерения; 
ау“, ВуЗг, +4?2?, 0428, ег 


имеют четыре измерения и`\Т. д. 


84. Применим сперва это разделение к функциям целым и положим, что имеются 
только две переменные, так как рассуждепие для многих такое же. 

Итак, целая функция будет однородной, козда все ве отдельные члены имеют 
одно и то же число измерений. 

Функции этого рода удобнее веего подразделяются по числу измерений их чле- 
нов. Так, 


оу Вг 
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будет обшдя форма целых функций одного измерения; выражение же 
01? Вуг - 12? 


будет общей формой функций двух измерёний; затем общей формой функций трех 
измерений будет 


уз —|- Ву?г -- 12? - 823, 


01/4 —- Виза -[- 122? -- 623 -- в24 


четырех измерений 


и т, д. По аналогии постоянное количество а будет функцией нулевого измерения. 


85. Дробная функция будет однородной, если ее числитель и знаменатель 
будут функциями однороднымм. 


Так, дробь 
ау —- 622 


ау Ва. 


будет однородной функцией у и 2; число измерений найдется, если от числа измере- 
ний числителя отнять число измерений знаменателя; в силу этого приведенная выше 
дробь будет функцией одного измерения. Дробь же 


15 —- #5 
уз = 


будет функцией трех измерений. Когда в числителе и знаменателе имеется одинаковое 
числе измерений, то дрфбь будет нулевого измерения, как это имеет место у дроби 


или же у таких. 


Если в знаменателе будет больше ` измерений, чем в числителе, то число изме- 
рений дроби будет отрицательным; так, дробь 


1 


^ 
У 


будет функцией минус одного измерения, 


будет функцией минус трех измерений, 
Е ИИ | 
у - ау 


будет функцией минус пяти измерений, так как в числителе нет никакого измерения. Оче- 
видно, что несколько однородных функций одинакового числа измерений при сложении 


———=—ы—ы———ы—ы—————— о _———ы——ы—ыы———ц———ыЫы=ыы—ы—ы—ы——3ы—щ—ыщы—щ—“—_—_— 
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или вычитании дадут функцию также однородную и того же чибла измерений. Так, 
выражение 


у И 


у? - у=2 


будет функцией одного измерения, а выражение 


аи 22 ие. 1/2 --. 22 


у? — 2 


будет функцией нулевого измерения. 


86. Природа однородных функций может быть также присуща выражениям ирра- 
циональным. Если Р будет какая-либо однородная функция я измерений, то УР будет 
3 


В 
п измерений, и вообще Р›» будет 


функцией тп лзмерений; УР будет функцией 5 


3 
“> + = ‹ С = .. Оь————— 
функцией п измерений. Так, | у? 2? будет функцией одного измерения; Ур 2 


3 
уе 2? 


будет функцией трех измерений; (42 -- 2?) 4 будет функцией — измерений; У 
у 


3 
2 
будет функцией нулевого измерения. Отсюда, и по-предыдущему, выражение 


1 УИ Й У = 
и 


3/ 23 3 


утя У у+ Уз+ 2 


будет однородной функцией минус одного измерения. 


87. На основании сказанного легко попять, будет ли иррационэльная неявная 
функция однородной, или нет. Пусть Г будет такой неявной функцией, причем 


УЗ РУ? ОТП =0, 


где `Р, О и БВ являются функциями 1 и г. Прежде всего ясно, что Г не может быть 
однородной функцией, если Р, О и Л пе будут функциями однородными. Если поло- 
жим, что У есть функция п измерений, то Г? будет функцией 2”, а Из функцией 3в 
измерений; но так как везде должно быть одно`и то же число измерений, то надо, 
чтобы Р было функцией ю измерений, © функцией 2п измерений и В функцией 3” 
и:меренкй. ЕКели, обратно, буквы Р, 0, ПН будут однородными функциями соответ- 
ственно п, 21, 3п измерений, то отсюда выведем зазлючение, что У будет функцией в 
измерений. 'Гак, если 


рз- (и 29 Уз у — 200, 


то Г будет однородной функцией двух измерений от переменных 1/ и =. 


9} ГЛАВА У 
—_—___ иди 


88. Если У дудет однородной функцией у.и = п измерений и если положить 
в ней ссюду у=чще, то функция У перейдет в произведение степени 2” на нёно- 
торую функцию переменного и. 

Путем подстановки у = %2 в отдельные члены будут введены такие же степени 2, 
в каких раньше входило у. Но так как в отдельных членах число измерений перемен- 
ных у и 2 вместе равнялось я, а теперь одно только переменное 2 будет иметь 
во всех членах т измерений, то всюду войдет его степень 2”. Следовательно, функ- 
ция И будет делитьел на эту степень, причем частное будет функцией одного только 
переменного ч. 

Это станет ясным прежде всего в применении к целым функциям; если 


7 == вуз —- Ву? -{- 11/22 -{- 8:3, 
Г == 23 (чи Вии). 


то при у = иг будет 


Затем то же обнаруживается у дробных функций; если 


У — а) -|- Вг 


о Иа, 


т. е. функция минус одного измерения, то при у==4иг будет 


1 а В 
У == т’ 


Отеюда не исключаются и функции иррациональные; так, если 


ии 


22 3 Фэ 
что является функцией — -- измерений, то при у==иг получится 
3 —_ 
У — „ о и -- У1 1 
У 1 


—Ш 


Итак, этим путем однородные функции двух только переменных приводятся 
к функциям одного переменного; при этом степень г, будучи множителем, не оказывает 
влияния на фунЕцию и. | 

89. Однородная функция Т двух переменных у и г нулевого измерения при 
3) —=и2 преодразуется в функцию одной единственной переменной |. 

Так как число измерений есть нуль, 10 степень г, на которую помножится функ- 
ция %, будет 20 —=1; в этом случае переменное 2 вовсе выйдет из расчета. Так, ел! 


Ш У? 
’= у—2 ? 
то при у==иг получи:ся 
и 1 
Уи ; 


и — 1. 
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У иррациональных, если 
у— 9— У 2 — 22 


2 р 


то при у==иег будет 
У=и—Уш—1. 


90. Целая однородная функция двух переменных у и г может быть разложена 
на столько простых множителей вида ау-- В=, скольхо у нее измерений. 

Так как функция однородна, то при у==из она перейдет в произведение г” на 
некоторую целую функцию %; последняя же может быть разложена на простые множи- 
тели вида ои-|-В. Еели помножить в отдельности каждый такой множитель на 2, то 
вид его будет аие -- В =у-- В=, так как иг ==у. При наличии множителя 2” полу- 
чится столько множителей этого рода, сколько единиц содержит показатель и; эти про- 
стые множители будут либо действительными, либо мнимыми; это значит, что коэфи- 
циенты «и 8 будут либо действительными, либо мнимыми. 

Итак, отсюда вытекает, что функция двух измерений 


ау? —- Вуг- сг? 
\ 
будет иметь два простых множителя вида оу/--Вг; функция же 
‚ 9/3 Е Бу?а - вуг? -Р 423 


будет иметь три простых множителя вида ®у--В2; таким же образом обстоит дело 
с целыми однородными функциями большего числа измерений. 


91. Как выражение чу -[-В= представляет общую форму целых функций одного 
измерения, так | 
(ау -|- 82) (ду- 62) 


будет общей формой целых функций двух измерений; так же в форме 
(у -[- В2) ЧУ -Е 52) (ву 2) 


будут заключаться все целые функции трех измерений, и таким же образом все одно- 
родные целые функции могут быть выражены через произведение стольких множителей 
вида ау-- Ве, сколько эти функции содержат измерений. Эти множители находятся 
путем решения уравнений точно таким же образом, как выше было показано нахожде- 
ние простых множителей целых функций одного переменного. Впрочем, это свойство 
однородных функций. двух переменных не распространяется на однородные функции 
трех и более переменных, уже обивя форма такой функции двух только измерений 


а]? —-- буг -- вух Е ах ва Е [, 


всобще говоря, не может быть приведена к произведению 


(@у--В2-г 12) (ву =2-- 5); 


" Зак. 3250. — Эйлер. 
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функции с большим числом измерений и того менее могут быть преобразованы 
в произведения такого рода. 


92. Из сказанного 0б однородных функциях понятно также, что представляет 
собой функция неоднородная; именно, это такая функция, в членах которой не везде 
встречается одно и то же число измерений. Неоднородные функции могут быть пол- 
разделены согласно числу встречающихся в них измерений. Так, функция будет двоя- 
кого измерения, если в ней встречается двоякое число измерений, и, следовательно, она 
представляет совокупность двух однородных функций, у которых числа измерений раз- 
личны: так, 


уу у 


будет функцией двоякого измерения, так как она содержит частью пять, частью два, 
измерения. Функция же троякого измерения есть та, в которой налицо три различных 
числа измерений или которая может быть разбита на три однородных функции, как 

| 


ув у Е -Ну— 2. 


Кроме того, существуют неоднородные фунвции дробные и иррациональные, 
которые перемешаны таким образом, что не могут быть разбиты на однородные функ- 
ции; такого рода будут 


за а У 2 
Бу-- = 92—62 ° 


93. Иногда неоднородная функция путем удобной подстановки вместо одного или 
обоих переменных может быть приведена к однородной; в каких случаях это возможно, 


указать не так легко. Достаточно будет привести некоторые примеры, в которых имеет 
место преобразование такого рода. Пусть дана функция 


- о 3 
уз у- уе; 


при небольшом внимании обнаружится, что она приведется к однородной, если поло- 
ЖИТЬ 2 == 42; именно, получитея 


.6 
уг ау -- 98? -- -_) 
т. е. однородная функция хи у пяти измерений. Далее, функция 
узнав ума, 


. 1 
приводится к однородной при х== - ; именно, получается функция одного измеренил 


5 
Иа. 
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Бывают случаи гораздо более трудные, в которых нельзя притти к однородному виду 
путем такой простой подстановки. 


94. Наконец, 0с0бо заслуживает быть отмеченным довольно употребительное 
деление целых функций по порядкам, согласно которому порядок определяется наи- 
большим имеющимся в функиии числом измерений. Тэк, 


ду” -Нау— 
есть функция второго порядка, так как ветречаются два измерения, а 
уз 928 — ау?г-- авуг — у? -- 5+ 


отгосится к функциям четвертого порядка. ЁК этому делению обычно прибегают осо- 
бенно в учении о кривых линиях; из этого учения возникло еще одно деление целых 


функций, достойное упоминания. 


95. Именно, остается еще деление целых функций на полные и неполные. Пол- 
ной функцией будет та, которая может быть разложена на рациональные множители 
или которая представляет произведение двух или более рациональных функций; такого 
рода будет 

14 — 24 -- 2423 — 25122 — а?2? -- 2а6гу — 62у?, 


являющееся произведением двух функций: 
(12-2? — а2 -- 61) (1? — 2 аг— 65). 


Мы видели, что всякая целая однородная функция, содержащая только две перемен-- 
ные, есть функция полная, так как она заключает столько простых множителей вида 
ау-—-Вг, сколько имеет измерений. Целая функция будет неполной, если ее вовсе 
нельзя разложить на рациональные множители; так, 


как легко видеть, не будет иметь никаких рациональных множителей. При иселело- 
вании делителей выяснится, будет ли предложенная функция полной или неполной. 


| * 
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96. Хотя исследование трансцендентных Ффувкций относится в интегральному 
исчислению, однако, прежде чем переходить к нему, следует рассмотреть некоторые 
намболее часто встречающиеся виды, открывающие доступ ко многим исследованиям. 
Прежде всего надлежит рассмотреть количества показательные, или степени, показа- 
тель которых сам есть количество переменное. Яено, что такого рода количества, нельзя 
отнести к алгебраическим функциям, так как в последних имеют место только постоян- 
ные показатели. Показательные количества разнообразны, смотря по тому, будет ли 
переменным количеством один только показатель или, кроме того, еще и само возвы- 
шаемое количество; к первому роду относится @’, ко второму у’; даже и сам показа- 
тель может быть показательным количеством, как в выражениях а”, а”, у’» а’. 
Мы не будем останавливаться на дальнейшем подразделении Этих количеств, так как 
природа их может быть попята достаточно ясно, если мы разберем только первый 


вид’. 
97. Итак, пусть дано показательное количество а”, представляющее степень пс- 
стоянного количества, а с переменным показателем г. Так как показатель г заключает в себе 


все определенные числа, то прежде всего ясно, что при нодетановке вместо 2 после- 
довательно всех целых положительных чисел получатся такие определенные значения. 


а1, 92, аз, 94, 9, @6 ит. д. 


\ 


Кели же подетавлять вместо = последовательно отрицательные числа — 1, — 2, 

—3, —4 ит. д., то получим 

1 1 1 , 

а’ т’ в’ тие” 

б 0—1. П б 1 

если г = 0, то будет а0 —=1. При подетановке вместо г чисел дробных, как эт, 
о 1 3 | | 
доча и т. д., получатся значения 


зщ 4 4 
Уд, Уа, уа?, Уа, Уаз ит. д.: 
будучи рассматриваемы сами по себе, они даюг два или много значений, так как 
извлечение корней всегда приводит к многозначности. Однако обычно принимаются 
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во впимание только значения первоначальные; т. е. действительные и положительные, 
5 


вследствие чего количество а’ рассматривается как однозначная функция г. Так, а? 


займет некоторое среднее место между 4? и а3 и будет, следовательно, количеством 
5 


гахого же рода; и хотя любое значение а? будет в одинаковой мере равно — 2 Уа и 
а? Ущ, однако в действительности принимается в расчет только последнее зеачение. 
Так же обстоит дело, когха показатель 2 принимает иррациональные значения; в этих 
случаях рассматривается только одно действительное значение, так как трудно пред- 


„ Ут 
ставить себе число заключенных в этом символе значений. Так, д’ будет опреде- 
ленным значением, заключенным между пределами 4? и 03. 


98. Значения показательного количества а’ в весьма сильной степени будут зави- 
сеть от величины постоянного числа а. Еели будет а==1, то веегда а’ =—=1, какие бы 
значения ни придавать показателю 2; если а > 1, то значение а’ будет тем больше, 
чем большее число будет подетавлено вместо 2, и при 2 ==.со возрастет до бесконеч- 
ности; когда 2 =0, то а’ =1, & при 2 < 0 значения а’ станут меньше единицы до тех 
пор, пока при г == — со не будет а’==0. Обратное получится, когда а < 1, оставаясь 
количеством положительным; тогда при возрастании 2 от нуля значения а’ убывалот; 
если же подставлять вместо 2 отрицательные числа, то эти значения будут возраеталь. 


о 1 1 — ыы ® 2 
Когда а< 1, то = > 1; при = =6 будет а’—= °; еледовательно, последний случай 
может быть выведен из предыдущего. 

99. Если будет а=0, то в значениях а’ произойдет огромный скачок; коль 


скоро = будет числом положительным, т. е. больше нуля, всегда будет 9’ ==0; если 
2—0, то 90 —1; если же г будет числом отрицательным, то а’ примет бесконечно 


большое значение. Так, например, пусть г == — 3; тогда 
2 —3 1 1 
= =щШ-=у, 
1 


т. е. бесконечность. 

Нице гораздо ббльшие скачки встречаются, когда постоянное количество & имеет 
отрицательное значение, например — 2; тогда, при подстановке вместо 2 целых чисел, 
значения а’ будут попеременно положительными и отрицательными, как это видно из 


ряда 
2 3 4 
а а, а, ао, а, а, 4%, а ит. х., 


1 1 1 1 
1—8, =, р , 1, —2, --4, —8, Е 16 и т. д. , 


Кроме того, если показателю г давать дробные значения, то степень а’ == (—2)’ при- 
1 


нимает то действительные, то мнимые значения; так, а? = /И—2 будет мнимым; 
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[= 


© 


$,— 3 
@3 = и —2— — И2 действительным; когда же показателю 2 даются иррациональ- 
ные значения, то будет ли степень д’ давать действительные или мнимые количества, 
нельзя даже определить, 


100. В силу этих неудобств при подетановке вместо & отрицательных чисел 
будем считать & числом положительным, и притом ббльшим, чем единица, так как 
сюда легко приводятся также те случаи, когда а есть число положительное, меньшее 
единицы. Если положить @’ ==, то при подетановке вместо 2 веех действительных 
чисел, заключающихся между пределами -|- со и — со, у примет вее положительные 
значения между -- со и 0. Если 2 = со, то у=со; когда г ==0, то у==1, и при 2 = 
—— со будет у==0. Следовательно, и обратно, какое бы положительное значение ни 
принять для 9, для 2 получится соответсетвенное действительное значение, так что 
будет а’==у; если же придать у отрицательное значение, то показатель 2 не может 
иметь действительного значения. 


191. Итак, если у= а”, то у будет некоторой функцией 2; каким образом у будет 
зависеть от 2, это легко понять из природы степеней: какое бы значение ни дать 2, 
этим определяется значение переменной у. Но 


и вообще будет 


у —@а , 
отсюда следует, что 
1 3 71 1 
— 2 — 2 1 — 1 — 2 1 —>2 
Уу=а? , Уу=жа? и —=а", а “и аа * 
у у? Уу 
и т. д. Ёроме того, если о=а’, то 
® — 
фу а? т? и = а ", 


это облегчает нахождение значения 1/ из данного значения переменной 2. 


ПРИМЕР 


Нели а =10, то из арифметики, которой мы пользуемел, получатся, очевидно, 
для 9 значения в виде единицы с нулями, если вместо 2 подставлять целые числа. 
Именно 

101 =10, 102=100, 103=1000, 10'=10000 и 10=1 
далее, 
1. 1 —3 1 


107" ===, 10“ =-( =0,01, 10 °=.-—=0,001, 


если же вместо 2 подставлять дроби, то значения 1) могут быть указаны путем извле- 
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чения коркей; тах, 
1 


102 = И 10 == 3,162277 
н т. д. [13]. 


102. Как из любого значения 2 может быть найдено значение 1, соответствующее 
данному числу а, так, и обратно, можно найти значение переменной 2, соответетвую- 
щее любому заданному положительному значению переменной у так, чтобы а’=у 1). 
Это значение переменной 2, поскольку 2 рассматривается как функция у, обычно 
называется логарифмом переменной у. Учение о логарифмах предполагает, что 
вместо а подетавлено определенное постоянное число, которое поэтому носит назва- 
ние основания логарифмов; когда оно принято, то логарифмом любого числа у будет 
показатель степени а”, так что сама степень а’ будет равна числу у; логарифм 
числа 1/ обычно обозначается через Й,. Итак, если 


@’ =, 10 2==й); 


отсюда понятно, что хотя основание логарифмов и зависит от нашего выбора, однако 
оно должно быть числом, большим, чем единица; отсюда можно получить в виде дей- 
ствительных чисел только логарифмы положительных чисел. 


103. Какое бы чиело ни принять за основание & логарифмов, всегда булет 1 =0. 
если в уравнении а’ ==, которое равносильно 2 ==йу, положить у ==1, то будет 2=0; 

Далее, логарифмы чисел, больших, чем единица, будут положительны и будут 
зависеть от значения основания; так 


@ —1, `102==2, 18=3, 10% =4 ит. д.; 


отсюда легко понять, какое число принято за основание: именно, то число будет осно- 
ванием, логарифм которого равен единице. Логарифмы чисел, меньших, чем единица, 
однако положительных, будут отрицательны; так 


логарифмы же чисел отрицательных не будут действительными, но, как мы уже ваме- 
тили, будут мнимыми. 


\ 


104. Подобным образом, если И/ ==, то будет 


1 =22, ИЗ = 34а, 
и вообще 
И” = "г, или И = И, 


так как 2 =1/. Итак, логарифмы любой степени у равен логарифму у, помноженному 


1) См. вступительную статью, стр. 16 
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на показатель степени; так, 


1 
пИУу=зе=ыи, == в и т. д.; 


отеюда по данному логарифму любого числа могут быть найдены логарифмы каких 
угодно его степеней. Если найдены два логарифма, например 


/у=г и Ш=, 


то, так как /=4 и г==@а, будем иметь 
лу =а-Ра=р-- И; 


отсюда логарифм произведения двух чисел равен сумме логарифмов сомножителей; 
подобным же образом будет 


а в= 1-Й, 


т. е. логарифм дроби равен логарифму числителя минус логарифм знаменателя’ пр5- 
вила эти служат для нахождения логарифмов многих чисел по известным уже 
нескольким логарифмам. 


105. Из сказанного ясно, что рациональные логарифмы могут быть только у сте- 
пеней основания 4; если другое число 6 не будет степенью. основания а, то его лога- 
рифм не может быть выражен рациональным числом. Логариф”л! не будет даже числом 


иррациональным; если бы было № =», то тогла а’" —, чего не может быть, если 
а и ф— рациональные числа [14]. Обычно ищут логарифмы чисел прежде всего 
рациональных и целых, так как по ним могут быть найдены логарифмы дробей и „глу- 
хих чисел“ !). Так как логарифмы ‘чисел, не являющихся степенями основания а, не 
могут быть выражены ни рационально, ни иррационально, то они справедливо отно- 
сятея к количезтвам транецендентным; поэтому логарифмы‘ обычно причиеляютея 
к количествам трансцендентным. 


106. Веледствие этого логарифмы чисел лишь приближенно выражаются десятич- 
ными дробями, каковые, однако, тем меньше уклоняются от истины, чем до большего 
числа знаков они вычислены. Этим путем можно весьма близко к действительности 
определить логарифм любого числа только посредством извлечения квадратного корня. 
Так, при 


- 
и 
= 
будет 
гИи=*“т* 


1) Бит пашег! — „глухие числа“ — античное название иррациональных чисел. 
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если данное число 6 заключается между границами а? и 03, ‚логарифмы коих будут 
1 


., 2, — 
2 и 3, то найдем значение а *, или а?Уа; при том 6 будет заключаться между 
1 1 


р 


границами а? и а? или между а? и 03; какой бы из этих случаев ни имел место, 
мы, взяв среднее пропорциональное, получим более близкие границы, и, таким обра- 
30мм, можно будет дойти до таких границ, промежуто”» между которыми будет меньше 
задаяного числа, и с которыми данное число $ может быть отождествлено без ошибки. 
Но так как логарифмы этих отдельных пределов известны, то, наконец, найдется лога- 
рифм чиела 6. 


ПРИМЕР 


Примем за основание логарифмов а==10, как это обычно бывает в таблицах, 
вошедших в употребление; требуется найтя приближенное значение для логарифма 
числа 5. Так как 5 заключается между границами 1 и 10, логарифмы Еоторых суть 
О и 1, то установим непрерывное извлечение корней следующим образом, пока не 
придем к границам, не отличимым уже от предложенного числа 5: 


А = 1,000 000 [А = 0,000 0000 пусть 
В = 10,000 000 [В = 1,000 0000 (=уУ АВ 
(= 3,162277 1С = 0,500 0000. р=уУ ВС 
р= 5,623 413 1 = 0,750 0000 Е=у Со 
Е == 4,916 964 [Е = 0,695 0000 Р=УрЕ 
К = 4,869 674 [1 = 0,687 5000 а=урЕ 
С — 5,232 991 14. = 0,718 7500 Н=У Ра 
Н== 5,048 065 [Н = 0,103 1950 [=У ЕН 
— 4,958 069 И = 0,695 3125 В —=У НТ 
К = 5,002 865 [К = 0,699 2187 Т.=уУ1Кк 
— 4.980 416 [Т, = 0,697 2656 мМ=уУ КГ 
1{ = 4,991 627 ГМ = 0,698 2421 мМ=УКМ 
№= 4.997242 [У = 0,698 7304 0=УкКМ 
— 5,000 052 [0 = 0,698 9745 Р=у №№ 
Р= 4,998 647 [Р = 0,698 8525 0=уУ ОР 
О == 4,999 350 10) == 0,698 9135 в=У 00 
В== 4,999701 [В = 0,698 9440 85=У 08 
5 = 4,999 876 19 = 0,698 9592 Т=у 05 


Г = 4,999 963 


[Г = 0,698 9668 


у—=У ОТ 
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У = 5,000 008 [7 == 0,698 9707 , Т=—=уУ ТИ 
ТУ = 4,999 984. [И = 0,698 9687 Х=уУ7тт" 
Х = 4.999 997 1Х —=0,698 9697 У=уУУхХ 
У = 5,000 003 [У = 0,698 9702 й=у ху 
Я ==5,000 000 17 == 0,698 9700 [15] 


Итак, беря средние пропорциональные, мы, наконец, пришли Е == 5,000 000, откуда, 
искомый логарифм числа 5 будет 0,698 9700 при основании логарифмов, равном 10. 


Поэтому приближенно будет 
69897 
10 10000 — 5. 


Этим способом были вычислены Бриггом и Влакком [16] обычные таблицы лога- 
рифмов, хотя впоследствии были открыты превосходные более короткие пути, помощью 
которых логарифмы могут быть вычиелены гораздо легче. 


107. Существует столько различных систем логарифмов, сколько различных чисел 
можно принять за основание а; поэтому число систем логарифмов бесконечно. Однако 
всегда логарифмы одного и того же числа в двух системах сохраняют одно и то же 
отношение между собою. Если основание одной системы равно а, а другой равно 5, 
причем логарифм числа и в первой системе равен р, & во второй равен 4, то 


а’ =п ‹и 67=17, 
огкуда 
а? — 61 
и, следовательно, 


а=—ф?Р. 


Дробь г должна, следовательно, иметь постоянное значение, какое бы ни взять число п. 


"Так что если вычислёны логарифмы всех чисел в одной системе, то отсюда легко 
найти логарифмы какой-либо другой системы при помощи „золотого“ 1) правила. Так, 
эсли даны логарифмы при основании 10, то отсюда могут быть найдены логарифмы 
при любом другом основании, например 2; в самом деле, пусть требуется найти лога- 
рифм числа я при основании 2, и пусть он равен 4, тогда как логарифм того же числа п 
при основании 10 пусть равен р. Так как при основании 10 будет 12 =0,301 0300, 
х при основании 2 будет [2 =1, то 
0,301 0300 :1==2 :.4 

и, следовательно, 

Ч— уз озоб = 3,321 9280 + р; 


1) То-есть тройного. 
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х 


если все обычные логарифмы помножить на число 3,321 9280, то получится таблица 
логарифмов при основании 2. 


108. Отсюда следует, что лозарифмы двух чисел в людой системе сохраняют 
одне и то же отношенме. 


Пусть даны два числа М.и №, логарифмы которых при основании @ суть т и п; 
7. 


тогда М=а“ и М= а’; отеюда а" = М" = М" в, значит, М = М”; так ка в это 


7% 
уравнение не входит основание а, то яено, что дробь > будет иметь значение, не за- 


висящее от а. Пусть теперь логарифмы тех же чисел М и № при другом осповании 0 
будут в и у; подобным образом получится 


М ==М`. 
Следовательно, будет 
т. ный 
№” — м У , 


откуда, 


Так, мы видели выше, что логарифмы различных степеней одного и того же числа, 
как /" ит’,в каждой системе логарифмов сохраняют отношение показателей т: я”. 


109. Для составления таблиц логарифмов при любом основании @ достаточно 
вычислить логарифмы только простых чисел способом, указанным выше, или другим, 
более удобным. Так как логарифмы составных чисел равны суммам логарифмов отдель- 
ных сомножителей, то логарифмы составных чисел найдутся при помощи только лишь 
сложения. Так, если имеются логарифмы чисел 3 и 5, то 


15=18-2 15, М5=218-— В. 


Но, так как выше был найден 
15 = 0,698 9700 


при основании 4 = 10 и, кроме того, 110 =1, то 


т =в=И0— 6; 


отсюда получается 
[2 =1 — 0,698 9700 = 0,301 0300; 


из этих логарифмов простых чисел 2 и 5 найдутся логарифмы всех чисел, составлен- 
ных из 2 и 5; таковы будут 4, 8, 16, 32, 64 ит. д.; 20, 40, 80, 25, 50 ит. д. 


110. Применение логарифмических таблиц для сокращения числовых выкладок 
весьма обширно, так как по таблицам этого рода можно найти не только логарифм любого 
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данного числа, но также число, соответствующее любому данному логарифму. Так, 
если с, 4, е, Г, 9, Й означают кавие-либо числа, то значение выражения 


может быть найдево без умножения; логарифм этого выражения будет равед 
1 1 Ту. 
26 4--5 в —И—9— 5 №; 


если найти число, соответствующее этому логарифму, то получится искомое значение. 
Но особенно полезны таблицы логарифмов при нахождении весьма сложных степеней 
и корней; вместо этих операций в логарифмах применяются только умножение и 


хеление. 
ПРИМЕР 1 


7 
Требуется найти значение степени 2”. 
Логарифм ее равен 45 [2; помножив логарифм двух, Еоторый по таблицам есть 
о 1 1 1 ., 
0,3010300, на 9 › Т. е. на >На, найдем 
7 


121? — 0,175 6008: 


этому логарифму соответствует число 1,498 307, которое и выражает приближенно 


| 


значение 2“. 
ПРИМЕР 2 


Число жителей некоторой области увеличивается ежегодно на 30 ‘Вою часть; 


в начале область населяли 100000 человек; спрашивается: каково будет число жителей 


через 100 лет? 
Пусть, ради краткости, число жителей вначале было п. так что 


п = 100000; 


по истечении одного года число жителей будет равно 


1 31 


—— 


2 
через два года оно будет равно (35) п; через три года оно будет равно (35) 18; 
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отсюда через сто лет оно будет равно 


100 100 
) п = (35) 100 000. 


Логарифм этого числа равен 


31 
10013-51100 000, 


по 


5 —131 —180 =0,014 240 439, 


откуда 
10075 — 1,494 0439; 


если придать сюда [100000 ==5, то логарифи искомого числа жителей получится 


равным 
6,424 0439; 


ему соответствует число, равное 
2654 814. 


Итак, через 100 лет число населения увеличится более чем в 2616 раз 


ПРИМЕР 3 


После потоп» род человеческий размножилея от шести человек; положим, что 
200 лет спустя число людей возросло до 1000000; требуется узнать, н& какую свою 
часть число людей должно было увеличиваться ежегодно. 


Г3 1 ° | 
Пусть за это время число людей возрастало ежегодно на -— свою часть; через 


200 лет число людей должно было стать равным 


| 


+ =\ 700. 
(- —") 6=1000000; 
х 


отсюда 
1 
1-2 = (10000) 
а —- 6 
Поэтому 


1 


142 __ 1 7100000 _ 1. _ 
== 1-6 = 555 * 5,221 8487 == 0,026 1099, 


вследствие чего 
1-х _ 1061968. 
х 1000000 


1000000 = 61963 #, 
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откуда 
5 = приблизительно 16. 


> 1 
Итак, для такого размножения людей достаточно было ежегодного увеличения на 16 ЧАСТЬ; 


такое размножение не может считаться слишком большим ввиду того, что жизнь тогда 
была очень долголетней. Если бы увеличение числа людей продолжало итти далее в таком 
же отношении в течение промежутка к’400 лет, то тогда чиело людей должно было 
бы дойти до 


1000 000 + по — 166 666 666 666; 


для прокормления такого числа нехватило бы всей земли [17]. 


ПРИМЕР 4 
Пусть к концу каждого века число людей удваивается; требуется вайти годовой 
прирост. 
м .. 1 
Если положим, что число людей возрастает ежегодно на — свою часть, и притом 
вначале число людей было равно п, то по истечении 100 лет это чиело будет 


1- ж\160 
равно (= .0; это должно быть равно 2и, и тогда 


1 
1-2 ом 
х 
И + 1 
1-х 
— [О — м 
1—1 то 12 =0,003 0103; 
отзюда 
1-2 _ 10069555. 
х 10000000; 
чо 2тому 
__ 10000000 


— — 9555 = Приблизительно 144. 


в 1 
Итак, достаточно ежегодного прироста числа людеи на 144 часть. 


111. Но наиболее полезно применение логарифмов при решении таких уравне- 
ний, в которых неизвестное количество входит в показателе степени. Так, если полу- 


чено уравнение вида 
а® =6, 


из которого нужно найти значение неизвестного т, то это можно сделать только при 
‘помоши логарифмов. Действительно, если @’=6, то 


[г = а = 6, 
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следовательно, 


а 


при этом безразлично, какой системой логарифмов пользоваться, потому что в любой 
системе логарифмы чисел а и Ь сохраняют между собой постоянное отношение. 


ПРИМЕР 1 


Пуеть число людей увеличивается ежегодно на свою часть; спрашивается, 


1 
100 
через сколько лет число людей удесятерится? 

Положим, что это наступит через х лет, причем число людей вначале было 


Ра 

равно п; по истечении х лет оно будет равно (105 п; Так как оно должно рав- 
няться 107, то 

/ 101 \? . 

\ 106) — 10; 
поэтому 

101 
И 
и 10 

—_ И01-—100 ° 

Таким образом получится 
д == 10000000 051 (приблизительно). 


43 214 


Итак, через 231 год число людей, ежегодное приращение которого составляет 


6 часть, станет больше в 10 раз; отсюда через 462 года оно станет в 100 раз, 
& через 693 года в 1000 раз больлий. 


ТОЛЬКО 


ПРИМЕР 9 


Некто должен 400000 флоринов на том условии, что ежегодно он обязан упла- 
чивать проценты по 5 со 100; платил же он каждый год по 25000 флоринов. Спраши- 
вается, через сколько лет долг будет погашен полностью; Обозначим через д сумму 
долга 400000 флоринов и через 6 сумму 25000 флоринов ежегодной уплалы. | 
По истечении одного года долг составит 


по истечении двух лет 
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по истечении трех лет 


105 \3 105 \2 105 
(лю) @— (1) ®— 105 —5 


— 


10 
отеюда, сбозначив для краткости 06 через ”, по истечении х лет найдем долг 


ПР 6—6 — ба ит... 75. 
Так как по природе геометрических прогрессий 
т 
р 1 7’ —1 
Ти... = „т, 


то спустя т лет должник будет должен 
‘я — 6 
а—— 
»-—-—1 
флоринов; полагая этот долг равным нулю, получаем уравнение 


т 7—5 
я а—————- 
я —1 


ИЛИ 


(и—та=иь— 5; 


следовательно, 
(6 —па-- а) =6 
И 
п“ = о. 
6 (па? 
отеюла 
__ 0—6 — (п—1) а] 
— [7 ° 
Так как 
а—400000, $=95000, в— 8 
) Ро 100 э 
то 
(п—1)а=20 000 
И 


р —(п— 1) а=5000. 


Для числа лет, по истечении которых долг будет погашен полностью, получится 
значение 


105 о 1898 
100 20 


„_— 125000 —15000 _ 75 _ 6989100 


Итак, х будет несколько меныше 33 лет; это значит, что по истечении 38 лет долг во 
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только будет погашен, но кредитор должен будет еще вернуть должнику 


21 33 
— .5 000 — 25 000 
— 1 та = —_Юв= 100 000 | 55 500 000 флоринов. 
20 
"Гаук, как 
21 
1 56 = 0,021 189 2991, 
то 


21 


" — 5.699 2469 
 ) —о; э 


1 ( 21 = 0,699 24637 и 1100000 ( 


20 


чему соответствует число 500 318,8; поэтому кредитор по истечении 33 лет должен 


будет вернуть должнику 3185 флоринов [18]. 


112. Обыкновенные логарифмы, вычисленные при основании 10, кроме того 
применения, которое имеют логарифмы вообще, представляют в общеупотребительной 
десятичной арифметике исключительное удобетво и вследствие этого приносят, по 
сравнению с другими системами, замечательную пользу. В самом деле, так как лога- 
рифмы всех чисел, за исключением степеней 10, выражаются десятичными дробями, 
то логарифмы чисел от 1 до 10 будут заключаться между пределами 0 и 1; чисел 
от 10 до 100 — между 1 и2, и та далее. Всякий логарифм состоит поэтому из це- 
лого числа и десятичной дроби; это целое число обычно называют характеристикой, 
десятичную же дробь — мантиссой [19]. Харавтеристика на единицу меньше числа 
цифр, из которых состоит число; так, характеристика логарифма числа 78 509 будет 4, 
потому что оно состоит из пяти цифр или знаков. Отсюда по логарифму любого числа 
сразу видно, из скольких знаков состоит число. Так, число, соответствующее лога- 
рифму 7,580 4631, будет состоять из 8 знаков. 


113. Когда мантиссы двух логарифмов совпадают, а различны только характе- 
ристики, то числа, соответствующие этим логарифмам, будут находиться в отношении 
степени десяти к единице и, таким образом, будут состоять из одинаковых цифр. Так, 
числа логарифмов 4,9130187 и 6,9130187 будут 81850 и 8185000; логарифму 
же 3,91301$7 соответствует 8 185, а логарифму 0,913 0187 — число 8,185. Одна только 
мантисса укажет цифры, составляющие число; когда они найдены, то из характери- 
стики будет видно, сколько цифр слева надо отнести к целому; остальные направо 
дадут десятичную дробь. Так, если найденный логарифм будет 2,760 3429, то мантисса 
укажет цифры 5758945, а характеристика 2 определит чиело, ‚, соответствующее 
этому логарифму, так что получится 575,8945; если бы характеристика была 0, то иолу- 
чилось бы число 5,758 945; если бы она была на единицу меньше, так что была 
бы — 1, то соответствующее число было бы в десять раз меньше, именно 0,575 8945; 
характеристике же —2 будет соответствовать 0,057 589 45 и т. д. Вместо таких отри- 
цательных характеристик —1, —2, —3 и т. д. обычно пишутея 9, 8, Тит. д., при- 
чем подразумевается, что эти логарифмы нужно уменьшить на 10. Все это обычно 
излагается более подробно -в наставлениях, приложенных к логарифмическим таблицам. 


8- Зак. 3259. — Эйлер. 
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ПРИМЕР 


Ряд 2, 4, 16, 256 ит. д., кажлый член которого есть квадрат предыдущего, 
продолжен до двадцать пятого члена; требуется найти величину этого последнего. 
Члены этого ряда выражаются более удобно при помощи показателей: 


21, 22 24, 98 ит. Д.; 


отсюда видно, что показатели составляют геометрическую прогрессию, причем пока- 
затель двадцать пятого члена будет 


224 — 16777 216: 
сам искомый член будет равен 
216 171 216, 
логарифм его равен 
16 771216. 12. 


Но так как 
[2 = 0,301 029 995 663 981 1952 


[20], то логарифм искомого числа будет равен 


5 050 445,259 733 67; 


из характеристики видно, что искомое число при выражении обычным способом будет 


состоять из 
5 050 446 


знаков. Мантисса же 259 733 675 932, будучи найдена в таблицах логарифмов, даст 
‚начальные знаки искомого числа; они будут 181858. Хотя написать это число никак 
‘невозможно, однако можно утверждать, что оно состоит из 5050446 знаков и что 
‚шесть начальных цифр будут 181858, правее которых следуют 5 050 440 знаков; неко- 
торые из них могут, сверх того, быть определены из больших таблиц логарифмов; 
именно, одиннадцать начальных знаков будут 18 185 852 986. 
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114 [21]. Так как 00 —=1, и при возрастании показателя числа а одновременно 
увеличивается значение степени, если только @ есть число, большее единицы, то от- 
сюда следует, что когда показатель бесконечно мало превышает нуль, то сама сте- 
пень также бесконечно мало превзойдет единицу. Если ® будет числом бесконечно 
малым, т. е. столь малой дробью, что она только-только не равна нулю [22], то 


а = 1-Е $, 


причем $ будет числом также бесконечно малым. Из предыдущей главы ясно, что 
если Ф не будет числом бесконечно малым, то и ® не может быть таким. Значит, 
будет либо ф—, либо фе, либо <; это соотношение будет зависеть от коли- 
чества а: Так как а нам пока еще не известно, то положим $ = Ё®; тогда 


а” = 1-- йо, 
и если за основание логарифмов взять а, то будет 


Ф — 1 (1-- Ёю). 


ПРИМЕР 


Чтобы стало яснее, каким образом число Ё зависит от основания а, положим 
а == 10 и найдем по обычным таблицам логарифм числа, как можно меньше превосхо- 


дящего единицу, скажем, 1 + оо? так что Ёю = . тогда 


1 
1000 000 ? 


1. \ 1000001 _ __ 
(1 -- т6б0ооу) = 1 000006 = 02000 000 434 29 = о. 
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Отсюда, так как Ко — 0,000 001000 00, то 
43 429 


1 _ 43429. 
& — 


100 000 


100 000 


= 49/499. 


— 9,3092 58; 


отсюда видно, что Ё будет числом конечным, зависящим от величины основания а- 
Очевидно, если за основание а принять другое число, то логарифм того же чиела 
1-- {® будет находиться к предыдущему в данном отношении; отсюда вместе с тем 
получится другое значение буквы К. 


115. Так как а’ =1-- йо, то 
$ 
® = (1-ю), 
какое бы значение ни подставить вместо $. Итак, будет 


= 1+ тю += ов ит д. 


‚ # й 
Если положить 1==--, где а обозначает какое-либо конечное число, то, так как 


. [24 
«число бесконечно малое, число + будет бесконечно большим; но ®« —-, тав что 
« будет дробью с бесконечно большим знаменалелем, следовательно, бесконечно малой, 


О 8 
какой она и принята. Итак, подставим — вместо ®; тогда будет 


“= (1+ *) а г Ома 16—06 —9) 2 вв 


14—1)@(— 2) $‹—3 
и и ит.д; 


равенство это будет верным, если вместо $ подставить бесконечно болышое число 
Но тогда й будет числом определенным, зависящим от @, как мы только что видели. 


116. Так как $ есть число бесконечно большое, то 


*— 1 
О 


дейсчвительно, ясно, что чем большее число подетавим вместо $, тем ближе значение 


+ —1 , . 
дроби будет подходить к единице; если $ станет больше всякого заданного чиела, 


—1 станет равна единице. Подобным же образом 


то дробь - 


"1, "8—1 
` % 
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и так далее; отсюда следует, что 


ий так далее. Подставляя эти значения, получим 


г_ #2 (223 323 
фе =1-- т 1.5 5 Р1. 2-3 5 Гтга. 34 >. 5: ее и т. д, до беоконечности. 


Это равенство вместе с тем показывает соотношение между числами а и #Ё; если 
положйть 2=1, то будет 


а=1-* тт тв -та за - ит. д. 


так как а==10, то должно быть; приближенно, Ё == 2,30258, как мы нашли раньше. 


117. Положим 


тогда, принимая число а за основание логарифмов, будем иметь ==”. Так как 
5 — а”, то получаем отсюда бесконечный ряд 


20222 ГА т 4 п 24 


17 77- 
Ино таз Г таза т ИТД. 


или, подставляя Й вместо ж, 
#323 


. К2 222 {124 
= Гттт те СВР 15-3 ВАР ава ИТ итд 


Если известно значение буквы Ё при данном значении основания` @, то любое показа- 
тельное количество 6° может быть выражено в виде бесконечного ряда, члены которого 
идут по степеням 2. После этого покажем также, каким образом логарифмы могут 
выражаться бесконечными рядами. 


118. Так как @’=1-|-Ёю, причем ® есть бесконечно малая лробь, а соотношение 
между ад и # определяется уравнением 


а—=1-т ав ид, 
то, беря а за основание логарифмов, будем иметь 
Ф —=1 (1-19) и №ю= 1-Е №). 


Ясно, что чем большее число взять вместо &, тем больше степень (1- Ё5)' превзойдет 
единицу; при $, равном бесконечному числу, значение стенени (1--#®)' дойдет до 
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любого числа, большего единицы. Поэтому, если положить 
\ 
Я) =1-Е а, 


то 


отсюда, так как 4 есть число конечное, а именно логарифм числа 1--х, то ясно, что $ 
должно быть бесконечно большим, иначе 1ю ‘не могло бы иметь конечного значени.. 


119. Так как мы положили 


(1 + вю)! = 1-х, 
то й 


1 
1 -- Ао = (1 +)‘ и №ю=(1-1 5) — 


отсюда 
1 
4% = --[(1--2)* —1|. 


1 


а+=та-"— 


Но 3® —=1(1--2); поэтому 


1 
‚ 


при : бесконечно большом. Затем 


1 
$ __ 1 __1@—1) 1—1) ©— 1) 1 — 1) (>—1) с 
(1-2) 1-7 — 7-98 и 1.2%. 8% 2 — 1.21. 3%. 2“ --и т. п 


Если $ бесконечно велико, то 


отеюда 


. ь . у 3 _- 
$ (1-2) я аще И Т. Д. 
и, следовательно, 


га) =(7— На —= + и т. д.) 


причем основание логарифмов равно а, и Ё означает число, соответствующее этому 
основанию так, что 


аа 1. тат 


120. Так как мы имеем ряд, равный логарифму числа 1-х, то при`его помощи 
по данному основанию а мы сможем определить значение числа РК. Если положим 
# 
1--1=а, то, тав как @ = 1, будем иметь 


| ^ ее , и 


т 


1 


+ ятх |; 


) 
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отсюда получаем 


— —__ —_ 13 —_ 
| ии _ (а АЕ итх 


Величина этого бесконечного ряда, если положить а==10, должна приблизительно 
быть = 2,30258, хотя трудно понять, как может быть 


9: 
2.30258 = — р ,% д —ч- итд, 
так как члены этого ряда непрерывно увеличиваются И, взяв Даже несколько членов, 


нельзя получить суммы, близкой в истинной; средетво для устранения этого неудобетва 
будет дано вскоре [23]. 


121. Так как 


то при х отрицательном будет 
1 /х 22 3 24 
(1 — *) = + (7+5 -- а —- «= и т. д.). 
Вычтем второй ряд из первого; тогда 
ТТ =х 2 /х 23 дэ 
ааа 2 (= 5 Еа- ит. д.)- 


Положим теперь 


1-х 
1—*х —@, 
так что 
х— 2—1 
а--1? 


так как 4 =1, то будем иметь 


о 9—1, @— 1, @ 1 
в — о + ит | 


из этого равенства можно найти значение # по основанию а. Если основание а = 10, то 
9 9 95 97 
ОЙ ит); 
зав Рут. шт К ит Х)} 


члены эгого ряда заметно убывают, и поэтому скоро дают для Ё достаточно близкое 
ззачени'.. 


122. Так как для создания системы логарифмов можно принять какое угодно 
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эанаониириитииьттене: я ——————— 


основание @, то его можно выбрать так, чтобы было # = 1. Пусть, следовательно, == 1; 
тогда из найденного выше ($ 116) ряда 


1 1 1 1 , 
ат Раз ттааг итд; 


если эти члены обратить в десятичные дроби и действительно сложить, то они дадут 
для а вначение. 
2,11828 18284 59045 23536 028, 


верное вилоть до последнего знака. 

Логарифмы, построенные при этом основании, обычно называются натураль- 
ными или зипербдолическими, ибо квадратура гиперболы может быть выражена поеред- 
ством логарифмов этого рода. Будем, ради краткости, вместо числа 2,71828 18284 59 ит. д. 
писать постоянно букву 

е, 


которая и будет обозначать основание натуральных или геперболических логарифмов 
[24], ему соответетвует Ё = 1; эта буква е будет выражать также сумму ряда 


1 1 | 1 1 
= 5 - а -Н 


123. Гиперболические логарифмы будут обладать тем свойством, что для числа 
1--® логарифм будет равен ®, если ® означает бесконечно малое количество; так как 
из этого свойства очевидно значение #==1, то могут быть найдены гиперболические 
логарифмы всех чисел. Действительно, если найденное выше число обозначить через е, 
то всегда 


8__ 2 2? 23 24 
РР 1.8 Ра Гтаваг ах 
Самые же гиперболические логарифмы найдутся из`следующих рядов: 


22 23 24 25 28 


1-х 2 2253 255 27 229 
‘ет тя У Ратм 


ряды эти быстро сходятся, если вместо х подставить очень малую дробь; таким путем 
из последнего ряда легко ‘находятся логарифмы чисел, немного больших единицы. Если 


ПОЛОЖИТЬ 5 == 2 


=) Тб будет 


638 2 р о , 
ЕТ ТЕТ. К итд: 
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По логарифмам этих дробей найдутся логарифмы целых чисел; так, по природе лога- 
рифмов, 


затем 
15-2 =18 и 282=И, 
далее 
И, 2-18 =, 3018, 28=9 и №465 =10. 


ПРИМЕР 


Отсюда гиперболические логарифмы чисел от 1 до 10 будут таковы: 
П = 0,00000 00000 00000 00000 00000 
[2 = 0,69314 71805 59945 30941 72321 
13 = 1,09861 22886 68109 69139 52452 
[4 = 1,38629 43611 19890 61883 44642 
[5 = 1,60943 79124 34100 37460`07593 
[6 = 1,79175 94692 28055 00081 24774 
И == 1,94591 01490 55313 30510 53527 
[8 —=2,07944 15416 79835 92825 16964 
[9 = 2,19722 4517173 36219 38279 04905 

110 = 2,30258 50929 94045 68401 79915. 


Все эти логарифмы, выведены из вышеуказанных трех рядов, за исключением 17, который 


1 | 
я получил следующим способом. Я принял в шоследнем ряде 2 = зд и получил 


] в — т — 0,02020 27073 17519 44840 80453; 


при вычитании его из 


[50 —=25-- 12 == 3,91202 30054 28146 05861 87508 


остается [49. половина которого дает #7. 
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нь 


—дид————ы———————ыщы—ы———ыщ———_——_—_— 


124. Положим гиперболический ор от 1-х, т.е. 1[(1-- 1) =; тогда 
а т ит 


° Возьмем теперь за основание логарифмов число а, и пусть логарифм того же числа 
1-х будет равен 9; тогда, как мы видели, 


22 23 24 ", 
(Уф и т. д.)=т, 


откуда, 


Таким образом значение №, соответствующее основанию а, весьма удобно определяется 
как равное гиперболическому логарифму любого числа, деленному на логарифм того же 
числа при основании а. Значит, положив это число равным а, получим © =1 и, следо- 
вательно, Ё равно гиперболическому логарифму основания а. В системе обыкновенных 
логарифмов, где а==10, # будет равно гиперболическому логарифму 10, откуда _ 


{ == 2,30258 50929 94045 68401 79915; 


величину эту мы нашли выше тостаточно близко. Если делить отдельные гиперболи- 
ческие логарифмы на это число Ё, или, что то же, множить на десятичную дробь 


0,43429 44819 03251 82765 11289, 


то получатся обыкновенные легарифмы, соответствующие основанию @ ==10. 


125. Так как 


28 


ПЕЛИ “_ 
=1--- + 1.5 р. и т. д., 


то, полагая а’ =’ и беря гиперболические логарифмы, получим у ==г, так как 
4е = 1. Подставляя теперь это значение вместо 2, получим 


17 (4 1/2 ау 113 (143 . 
а п НС 15.8 Г ИТД. 


отсюда любое показательное количество может быть выражено посредством беёконеч- 
ного ряда при помощи гиперболических логарифмов. 

Если : будет означать бесконечно большое число, то как показательные количества, 
так и логарифмы могут быть выражены при помощи степевей. Именно, оудет 


"= (1+5) 


[2 5]; отсюда 


далее для гиперболических логарифмов 


а-я =) — Ц. 
В остальном употребление гиперболических логарифмов будет более полно показано 
в интегральном исчислении. 


ГЛАВА УШ 


О ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ КОЛИЧЕСТВАХ, ПОЛУЧАЮЩИХСЯ 
ИЗ КРУГА 


126. После логарифмов и показательных количеств следует рассмотреть дуги 
круга, а тавже их синусы и косинусы, потому что они не только составляют другой 
род трансцендентных количеств, но и выводятся из самих логарифмов и показатель- 
ных величин, когда те содержат мнимые количества; это более ясно обнаружится 
ниже. 

Положим, что радиус круга или полный синус равен единице [26]; при этом 
достаточно яено, что окружность этого круга рациональными числами выразить точно 
нельзя; приближенно же полуокружность этого круга найдена [27] равной 


3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 
58209 74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 3421170679 
32148 08651 32823 06647 09384 46 —; 


вместо этого числа,. ради краткости, я буду писать *, так что п равно полуокружноети 
круга, радиус которого равен единице, или х будет длиной дуги в 180 градусов [28]. 


127. Пусть г означает какую-либо дугу этого круга, радиус которого я всегда 
считаю равным единице; наиболее обычно рассматриваются синус и косинус этой дуги. 
Синус дуги г я буду в дальнейшем обозначать 5%.4.г или просто 5%п.г, косинуе же 
таким образом: с05.А.г или просто с0$.г 1). 

Так как т есть дуга 180°, то будет 


эт 0х ==0, с0$ Ох =1, 
1) В дальнейшем, следуя общепринятому теперь обозначению, мы точку и букву А 


опускаем и пишем 317 и с0$ прямым, а не курсивом. Точно так же и для остальных тригоно- 
метрических функций мы используемся современными обозначениями. С. Л 
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И 
1 1 

Я 5 п==1, 6055 п ==0, 

Ш т =0, 0$ п —= — 1, 

Ш ть 608 т=0, 

зш 2т ==0, 60$ Эп = 1. 


Вее синусы и косинусы заключаются между пределами —-1 и —1. Затем будет 


0$ 2 = $1 (5=—2) И те 008 (5—2), 


а также 
(т 2)? -- (с032) =1. 


Вроме этих обозначений следует отметить еще: $2, что означает тангенс дуги 3, и 
{52 — котангенс дуги 2; как известно из тригонометрии, 
зш 2 


$ 2 = сов 0$ 2=-=—— = 


128. Оттуда также известно, что если имеются две дуги у и г, то будет 


зш (уг) = зту в052-+ созу та 


И 

с0$ (у-- 2) = с0$ у 052 — тута, 
а также 

т (у — 2) = ту 03 & — с0$ у та 
И 


0$ (1/ —2) =е03 у в0$2 -- эту 51 г. 


1 3 
Отсюда, подставляя вместо у дуги = п, т, спит. д., получим 


2 2 
. 1 __ . 1 _ __ - 
Ш (51-2) = 0032 за (5 к #2 —=-- 6052 
1 1 _ ОИ 
605 9. у —- 2) =— 811 & 05 > к— — —- 2 
эт (1-2) — — зш2. КИ (к— 2) = эт 2 
с0$ (п -- 2) = — с0з2 . 605 («< — 2) = — с032 
в (5-= 2) = — 0082 в (3 =—) = — ов 
2 - —_ 2 —_ 


3 . 3 . 
воз (5: ==) = тг соз (3: «— 2) = — ша 


5т (2-2) =-- зта зш (2 —2) = — те 
с0$ (2=-—- 2) =-+ 032 с0$ (2к — 2).=-+ с03# 
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Если п будет овначать какое-либо целое число, то 


. (4-41 ` „ (4ап-1 _ = 
ва ("5 п 2) = 0032 за ( 5 п— 2) =-| 0038 
4-1 4% --1 _ 
соз ( 5 п 2) = — 2 воз ( 5— «—2) = ша 
ш (42 к-- )=—зщ2 зв ("2 «—г) = ша 
зв ( 5 # } = 5 --; 
4т-- 2 —_ 4п 2 о. 
сз ( 5 п 2) = — 6052 воз ( 5 п— 2) = — 6032 
. (48-3 __ (4-3 _ _ \=— 
т ( 5 п-- 2) = — 0032 та ( 5—® 2) = 60$ 2 
4п 3 41 -- 3 \ 
соя ( 5 «-- 2) =-- 3. воз ( 5 п— 2) = — 52 
. (4-4 ‚ Г 4-4 __ 
5 ( 5— ®--г) = зщ и ( 5 п—2) = 58. 


св ( “Е ж-- г) = о0з2 сз ( "5% п—2) = -- 0082 


Формулы эти верны, будет ли п положительным или отрицательным целым числом. 


129. Пусть 
зте=р и 0605$2=0; 
тогда 
28-492 =1; 
если 
зту=т и 608у=", 
то также 


т? -- 7? = 1. 


/ 
Синусы и косинусы составленных из них дуг будут таковы: 


у 
ша =р с0$ 2 =4 


т (у-- 2) = тч-- пр с0$ (у--2) =п9 — тр 
эт (2у-- г) = 2тта -Р (1? — т?)р соз (2у--2) = (® — т?) 4 — Этту 
шт (3у-- 2) = (8тя? — т?) 4 с0$ (3у-—- 2) = (13 — 3т2п) 4 
— (23 — 3т?п) р — (377112 — тз)р 
ит. д. ит. д. 


Дуги эти 
2, у--г, Зу--г, Зуа ит. д. 


возрастают в арифметической прогрессии; их же синусы и коеинусы соётавляют рекур- 
‚рентную последовательность, которая возникает из знаменателя 


1 — 25-2 (т? - я?) 22; 
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действительно, 
т (2у 2) = 2и зщ (у-- 2) — (т? п?) зт а, 
или 
зт (2у-- 2) =2 в0зу зш (у-- 2) — эт 2; 
подобным образом 
со; (2у-- г) =2 со5у 0$ (у-- 2) — е0$ 2. 


Аналогично имеем дальше 


зш (Зиг) = 2 с0зу зт (2у-- 2) — зп (у--2г) 


и 
оз (3у--- 2) =2 с05 у ©0$ (Зу-- 2) — воз (у-- 2), 
а также 
т (4у-|- 2) == 2608 у зш (Зу-- г) — зт.(2у- г) 
и 


со$ (4у-- 2) =2 с0зу с0$ (Зу- 2) — со; Фу-- 2) 
| и т. д. 


Благодаря этому закону как сивусы, так и косинусы дуг, возрастающих в арифметиче- 
ской прогрессии, могут быть легко образуемы доколе угодно. 


130. Так как 
зш (у-- г) = 1 у воз 2-Ё с0зу 5 2 


зт (у— =) = т 9/ с0$ 2 — в0$ 9 51 2, 
то, складывая и вычитая эти выражения, получим 


$ у с05 2 = эт (у Е 2) Е ча (у—#) т р 9—9), 


с0$ у $1 г = ния яв), 
Далее, так как 
08 (у-- =) = с03у 60852 — ту зта, 
& также 
с0$ (у— 2) = с0зу воза -- пу зш 2, 
то таким же образом 


сов у сова = 608—008) 


$П 9 шаг = сои) сов ня . 


Если 


————.————_ы—_— 


(воз ть) — 1-Е 005ь р су 08, 


(ое й зто те 
2 Я 2 2 ) 


откуда по данному косинусу любого угла находятся синус и косинус его половины. 
131. Положим 


Тогда, 
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подставив это в предьдущие-формулы, получим такие равенетв%, ках бы четыре теоремы. 


. . . аб а— 6 
тать =2 зп. РВ с03 


2 2? 
. . . — В 
та -— тб = 260$ тим т -——-, 


соза-- с0$6 =2 03 А оз 2—8 


2 2 ? 
. р. — 
6035 — воза — Эт РР оз 9. 
2 2 
Отеюда, далее, путем деления получаются теоремы: 
` ; а--ь 
рат зтв а--ь СЁ а—6 __ 5-5 
вта—ваё ® 2 бэ = а_ь? 
` {5 5 
та вто  @рь 
с0за-- с086 ба: 
зтпа--зшб а—Ъ 
сор — сова — 98 2 
п а— зшЬ __ а— 
соза-- сов — бр 
впа—я6 __ й а--ь 
е0$6 — 05а — 2 ? 
соза-- воз 6 __ а-- 6 а— 6 
сов — сова — 8 2 08 2‘ 
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Наконец, из этих равенств выводятся такие теоремы: 


та зт® __ с086 — соза 
с03 @ -- с086 `` вш а— 11 6? 


. ° ь _ о 
зп а-- эт о (с < `), 


зш а-—вш 6 ^^ с036 — сова — 


зта-зшьЬ х оне = (18 ® 
па — в 1 ^^ соза -- со” \ 5 ° 


132. Так как 
(3т2)2 -|- (052)? =1, 


то по разложении на множители получим 


(соз2-- У — 1.31 2) (с0в2— И —1.3щ2)=1; 


эти множители, хотя и мнимые, замечательны широким применением при сложениях и 
перемножениях дуг. Пусть, например, требуется найти произведение множителей 


(соз2-- У — 1.312) (в0зу-+- У —1.зщ у}; 


находим 
605 с082 — зтузт2-- У —Т. (с05у зта-- зу 005 2). 
Но так как 
605 У 60$ 2 — 5т у зщ 2 = с0$ (у-- 2) 
и 


05 у зте-- зту с052 = зш (у-- 2), 
то наше произведение 


(созу-- У —1.зт и) (е0з2е-- У —1. зщ г) = воз (у--А--У — 1. зщ (у-Р2), 
и_подобным же образом 
(совзу— У — 1. зщ у) (6082 — И — 1. 312) = 0$ (уг) —У —1. шт (у-- г), 


& также 
(созх== У — 1. 312) (605 у У —1.зти) (е0з2=\У —1.зтг) = 


— 05 (#-у-+- 2) = — 1-5 (#-Ру- 2). 
133. Отеюда следует, что 
(е082-=У — 1: 12)? = с03 2 У —1. зщ 22 
(созг == У — 1-32) == 0; 32 == УТ. за 82, 


и вообще будет [29] 


(со52 = У — 1. зщ 2)" = созле = У — Г. зщ па. 
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Отсюда, ввиду двойных знаков, получаем 


р — 1.31 п — —1-# п 
‘сов иа — @©98°2- 1. 3112) ++ оз У 1:51 а 


(сов 2-- У —1- зщ 2)" — (соз2— У—1. п)" 


2у—1 


ут ие == 


‘Исли, таким образом, эти двучлены развернуть в ряды, то будет 


60$ #2 == (в08 2)" — зт—5 (с05 2)" —* (т =)? -- ии (с05 2)” —* (зш 2\4— 


1.2 1.2.3.4 
_ о ии Зи 4—5) (с08 2)" —° (5 2/6 ит. д. 


1.2.3.4.5.6 


$ 2 == т (соз 2)" * зта— ея (соз 2)" —® (зщ 2} 


134. Пусть г — бесконечно малая дуга; тогда зте=е и в0$2==1; пусть, кроме 
* } 
того, число ® будет бесконечно велико, дабы дуга и2 была конечной величины. Поло- 


жим, иг =1; так как зше == — 


112 9 15 
6090 = 1 — 158.4 таги. 


. $3 5 р 1 
56 — а Таз а 5 Таз т ИТД. 


Если дана дуга т, то при помощи этих рядов могут быть найдены ее синус и косинус. 


Чтобы применение этих формул стало более ясным, положим, что дуга ох так относится 


77% к 


к четверти окружности, т. е. вк дуге 90°, как т Е п, или что = ‘5. Так как 


значение к теперь известно, то, подставляя его всюду, получим 
эт -—. 90°==-- =. . 1,57079 63267 94896 61923 13216 916 
—*”. 0,64596 40975 06246 25365 57565 639 
7”. 0,07969 26262 46167 04512 05055 495 
—" . 0,00468 17541 35318 68810 06854 639 
+", - 0,00016 04411 84787 35982 18726 609 


) Зак. 3250, — Эйлер, 
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& также 
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— " . 0,00000 35988 43235 21208 53404 585 
913 

- в ‘ 0,00000 00569 21729 21967 92681 178 

— "^ .0,00000 00006 68803 51098 11467 232 

—- . 0,00000 00000 06066 93573 11061 957 

— = . 0,00000 00000 00043 77065 46731 374 
9721 

-- = : 0,00000 00000 00000 25714 22892 860 

— =‘ 0,00000 00000 00000 00125 38995 405 

+=. 0,00000 00000 00000 00000 51564 552 
7125 

— т ` 0,00000 00000 00000 00000 00181 240 


{- "у. 0,00000 00000 00000 00000 00000 551, 


соз =. 90° =-- 1,00000 00000 00000 00000 00000 000 


— "> .1,23370 05501 36169 82735 48113 750 
””_. 0,25366 95079 01048 01863 65633 664 
— * .0,02086 34807 63352 96087 30516 372 
|”. 0,00091 92602 74889 42658 02417 162 
—% - 0,0002 52020 42373 06060 54810 530 
"5 - 0,00000 04710 87477 88181 71503 670 
— "т -0,00000 00068 86603 08379 18522 411 
+ - 0,00000 00000 65659 63114 97947 236 
—*" - 0,0000 00000 00529 44002 00784 624 


20 
—- 80° 0,00000 00000 00003 43773 91790 986 
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—* .0,00000 00000 00000 01835 99165 216 
|" . 0,00000 00000 00000 00008 20675 330 
— 7. 0,00000 00000 00000 00000 03115 285 
"0.00000 00000 00000 00000 00010 168 
—*"*_. 0,00000 00000 00000 00000 00000 029. 


ИС 
Так как достаточно знать синусы и косинусы углов до 45°, то дробь > всегда, будет 


. 1 у * 78 
меньше, чем --; поэтому веледотвие наличия степеней дроби — полученные” ряды 
весьма быстро сходятея, так что по большей части достаточно лишь нескольких первых 
членов, особенно если не требуется определения синуса и косинуса с0 етоль многими 
знаками. 

135. Еели найдены синусы и косинусы, то можно также найти тангенсы и котан- 
генсы по их отношениям; но так как умножение и деление при этих громадных числах: 
весьма утомительно, то следует выразить тангенсы и котангенеы особым обравом.. 


Итак, имеем 


8 15 ‚Л 

прозе _ 19871: 8:8:45 та ЛИГА 
58 — 608 ри - - 
1.2 "1.2.8.4 1.2.8.610 
И . 

. 1;2 1:4 35 
64° 0 = соо ТЯ 1:9. 128.6 ит. д.. 
| во = 18 + о , 

—1.э.3 1.2.8:4.5 ТЯ ит. Д. 


у) 
Еели дуга х=— — 90°, то аналогично предыдущему получится 


т со т 
$2 > 90 со > 90° 
2тт п 
+ * - 0,2975 67820597 | ар. 0,31830 98861 888 
3 
- -з ` 0,01868 86502773 | — * -0,20528 88894 145 
275 Ь 773 
=: 0,00184 24752084 — *> -0,00655 10747 882, 
г: 
-- ^^ - 0,00019 75800 715 — "5 . 0,0004 50292 554 
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>”. 0,0002 16977 378 и т . 000002 02791 061 
т . 0,00000 24011 370 —-%_ . 0,00000 12366 527 
4-м .0,00000.02664 133 ——т . 0,0000 00764 959 
+5 . 000000 00295 865 — т. . 0,0000 00047 597 
+ . 0,0000 00082 868 — "5 . 0,0000 00002 969 
+, . 0,00000 00008 652 т. 0,0000 00000 185 
+ ^е . 0,00000 00000 406 — 5 . 0,0000 00000 012. 


2723 


-- 23‘ 0,00000 00000 045 


7125 


-- = : 0,00000 00000 005 


Способ получения этих рядов будет подробно разъяснен ниже. 


136. Из сказанного выше известно, что если найдены синусы и косинусы всех 
углов, меныпих половины прямого, то это вместе с тем дает синусы и косинусы 
всех больших углов. Но даже если имеются только синусы и косинусы углов, меньших 
30°, то и по ним путем сложения или вычитания могут быть найдены синусы и коеи- 
нусы всех больших углов. Так как | 

о 1 
о 
$1 30° == 5 
го при у == 30° (по $ 130) будет 
08 2 = 11 (30° -- 2) -- зщ (30° — 2) 
т 2 == с0$ (80° — 2) — е0$ (30° - 2), 


и, таким образом, по синусам и косинусам углов 2 и 30’— = найдутся 


эт (30° -- 2) = с05 = — эт (30° — 2) 


60$ (30° -- =) = с0$ (30° —2) — тг, 


откуда определяются синусы и косинусы углов от 30° до 60°, а затем и всех больших, 
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137. Подобное же вспомогательное средство можно применить в тангенсах и 
котангенсах. Так как 
__ ва- 6 
18 (9-29) = ща ь 
то ) 
24а 
1— (42 а)? 


и 52а = 64 ; 


$5 2а = 
отсюда по тангенсам и котангенсам дуг, меньших 30°, находятся котангенсы вилоть 
до 60°. 
Если а = 30°— 6, то 2а = 60° — 26 и {52а = (30° 25); значит, 


\ 
{5 (30° 25) — 98 @0 20—60 —5 


откуда получаются также тангенсы дуг, ббльших 30°. 
Секансы и косекансы находятся по тангенсам ‘путем одного адшь вычитания, 
так как 
0566.2 = © -- 2 — @%5 2, 
откуда 
3ее г = сё (45°— ы 2) — {5 г. 


Из сказанного достаточно ясно, каким образом могли бы быть составлены таблицы 
синусов. 


/ 
138. Положим снова в формулах $ 133 дугу 2 бесконечно малой, и нуеть я будет 
бесконечно большим числом 3, так что 12 получит конечное значение $. Итак, будет 


1) . % _ - 
72 —= 9 и — - ‚ отсюда 5щ а = = И 0$ 2 =1; подетавляя это, Получим 


У 1 У—1\ 
(1+ —: +“ : ) 
/ ИИС ии 
И р 
У-1 $ У 1 3 
1-+— =) - (1 - —®) 
Ш в —=— ———___ 
У —1 
В предыдущей же главе мы видели, что 
(+= 


где с означает основание гинерболических логарифмов; если вмёсто г написать в одном 
елучае $ И —1, в другом —6 У — 1, то получим 


2+? У—1 Че 


605$ == 
2 
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с У-—1 =? У—1 
$Ш 9 = 


2у—1 | 


Из этого понятно, каким образом мнимые показательные количества приводятся к сину- 
сам и косинубам действительных дуг [30]. Именно, 


г 1 — сов -- У —Т. зто 


— ву 
`*' 1 — 03% — ИУ — 1. зщ, 


139. Теперь пусть в тех же формулах 8 133 п будет уже не бесконечно большим, 


1 . 
а бесконечно малым числом или п — —— при + бесконечно большом [31]; тогда 


7-1 . . 8 
0$ №2 — ©0$ = —]1 И $3172 =9 — 


<. ро: 
| 


) 


® # ® ® 
потому что синус исчезающей дуги —- равен ей самой, а косинус равен единице. 
Подставив это, получим 


1 1 
1 — (сова -- у —1.вш 2) | (с0ов=2— 1 —1 зт 2)’ 
— 2 


1 


п УИ—1 


Если взять гиперболические логарифмы, то, как мы выше ($ 125) показали, 
3 1 
На =а-®" — али у 1-Е, 


при #олставовке у вместо 1-х. Теперь, полагая вместо у в одном случае созё-|- 
У — 1. зал, в другом соз2— У — 1.312, получим 


‚ 1 ь 1(соз 2+ 7 —1- за 1-- Е 1 (сов 2— У —1.312) 

1 == —а 
т. е., при исчезающих логарифмах, 1 ==1, так что отеюда ничего не вытекает. Другое 
же уравнение для синуса дает 


1 Коов 2+ У —1. зщ 2) — = Цеоз#— У —1. 8112) 
2у —1 


1 5032 У — 1812 откудь лено, каким образом 


2У —1 ©0382 — —1.- 310 $ 


_мнимые логарифмы приводятся к дугам круга. 


г. 
О 


И вследетвие этого 2 =— 
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зш 2 “ 
140. Так Еак сов = == 8 2, то дуга 2 выражается через свой тангенс так: 


1 уу 12 


#2 ——— 


1 1 У 1.2. 
Выше ($ 123) мы видели, что 


1-х 2% 253 255 22 
ет + Я ат 


1—х 


Полагая х= У — 1.42, получим 


_ №2 _ (2 , (42 _ (22) 
о 


Если же положить $#2==$ так что 2 будет дугой, тангене которой есть Ь что мы 


будем обовначаль А. п 1), то 
2 — агофо {. 


Если известен тангенс $, то соответствующая ему дуга г будет 


р 8 в й #9 
тот то их 


К." 


Если тангенс { равен радиусу единица, то г равен дуге 45°, или 2=--, и будет 


к - 1 1 1 
ЕТ и т. д. 


этот ряд впервые был выведен Лейбницем для выражения окружности круга [32]. 


141. Чтобы из этого ряда можно было удобно определить дугу круга, нужно, 
разумеется, подставить вместо тангенса достаточно малую дробь. Так, при помощи 


этого ряда легко найдется длина дуги 2, тангенс которой # будет равен 55; именно, 


эта дуга будет . 


1 1 , 
2—0 — 3000 Г 500006 ИТ. д; 


значение этого ряда нетрудно приближенно выразить десятичной дробью. Но, и зная 
такую дугу, нельзя будет вывести заключение относительно длины всей окружности, 


1 * 
так как отношение дуги, тангенс которой равен 30 во всей окружности не может 


быть выражено. Поэтому для нахождения длины окружности следует искать такую 
дугу, которая вместе с тем была бы некоторой частью окружности и у которой доста- 
точно малый тангенс может быть удобно выражен. Для этой цели обычно берут 


1 
дугу 30°, тангенс которой равен ——, так как тангенсы меньших дуг, соизмеримых 


Уз 


1) Мы придерживаемся в дальнейшем переводе общепринятого сейчас обозначеиня. С. „Л. 
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п 
с окружностью, будут слишком сложными иррациональностями. Так как дуга 30° =, 


то 


зн 
оны 


2У3 —2У8 , 2У8 Е и тд. 


1 3.3 5.32 — 1.33 


при помощи этого ряда приведенное выше значение п было определено с невероят- 
ным трудом. 


142. Этот труд тем значительнее, что, во-первых, отдельные члены иррациональны, 
а затем каждый из них будет лишь приблизительно в три раза меньше предыдущего. 


к 
Этому неудобетву можно помочь так: возьмем дугу 45° или —_; хотя ее значение и 


выражается едва лишь сходящимея рядом 
1 1 1 
1 т ит. д., 


однако оставим эту дугу, но разобьем ее на две дуги а и 6, так что а--0 = 


и „ 
=—- и = 45°. Но Так кав 


$ $2 6 
аа ЕВ 
то 
1— ешь =ша- № 
И 
__ 1— а 
ве = 12а ° 


Теперь, если ва=о, то $56 будет равен 1, отсюда обе дуги а и 6 выразятея 


рапиональным рядом, сходящимея гораздо быстрее предыдущего, причем сумма их 


даст значение Дуги -:; итак, отсюда 
1 1 1 1 1 
Ш Г ТТ и Т. Д., 
— 1 1 1 1 1 
` 1.33.9 Кр тм Г9. ит. д. 


Этим способом длина полуокружности х может быть найдена гораздо скорее, чем это 
было сделано с помощью упомянутого выше ряда. 


ГЛАВА 
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143. Выше мы показали, как нужно находить простые множители всякой целой 
функции: это делается путем решения уравнений. ЁКели дана какая-либо целая 


функция 
а-|- З2-- 12? -- 023 -- ег* | ит. д. 


и нужно найти ее простые‘ множители вида р— 42, то ясно, что когда р— 92 будет 


множителем функции «| Ве -|- 42? и т. д, то при 2 = т и сам множитель 7 — 12 


становится равным нулю и данная функция должна исчезнуть. Следовательно, если 
72—92 бздет множителем или делителем функции 


а-—- В2-+ 12? -- 023 |-вг4 -|- ит. д., 


то выражение 


02 503 244 
е-- 1 + в Ня ит. Д. =0. 


Обратно, если найдены все корни = этого уравнения, то они дадут столько же про- 


стых множителей ханной фунеции 
а-|- Ве-- 12? -- 628 е24-- ит. д., 


именно: р —02, причем каждый даст один простой. множитель. Вместе с тем также 
ясно, что число этих простых множителей определяется наибольшей степенью г. 


144. Однако этим способом получить мнимые множители большей частью бывает 
трудно; поэтому в этой главе я изложу особый способ, при помощи которого часто 
возможно бывает найти мнимые множители. Велелетвие того, что мнимые множители 
соединяются так, что произведение каждой пары действительно, то мы найдем мнимые 
множители, если исследуем двойные множители вида 


р— 9е-- #27, 
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которые действительны, но простые множители которых мнимы. Если будут известны 
все действительные двойные множители трехчленного вида р—492--72? функции 
а В2-|- 12? -- 823 -|- ит. д., то вместе с тем получатся и все мнимые множители. 


145. Трехчлен р— 92-72? будет иметь мнимые множители, если 47 >> 42, или 


4 
ру <" 
Так как синусы и косинусы углов меньше единицы, то выражение р — 42 -[- 72? будет 
иметь мнимые множители, если и равно синусу или косинусу некоторого угла. 
Пусть 
ху = 603$, ИЛИ 4=2 Ур". созъ, 


причем трехчлен р — 42 -|-72? имеет простые мнимые множители. Для того чтобы ирра- 
циональность не причиняла трудности, я возьму форму 


р? — 2 рае созф-|{- 422", 
мнимые множители которой будут 
42 — р (соз%Ф-- У —1.3т$) и 92—^ (6089 — У—1.5т о). 


Здесь, впрочем, ясно, что когда в0$ ф = + 1, то оба множителя будут равными и дей- 
ствительными, так как зто ==0. 


7 
146. Если дана целая ‘функция «Ве 12? -|-828-- и т. д., то ее проетые 
мнимые множители найдутся, если будут определены буквы ри 4 вместе с углем © 
так, чтобы трехчлен 1? — 2рдг созх-|- 422? стал множителем функции. Тогда одновре- 
менно в нее будут входить простые мнимые множители 


42 — 2 (вов -Р У —1-зт$9) и 492—Р (е08%3—У —1-519). 


Вследствие этого данная функция исчезнет как при подетановке 


2=- (вов У — 1. 515), 


так и при пПодетановке 


ра 


с (с0зо —У — 1.519). 


Отсюда, если произвести ту и другую подстановки, то получался два уравнения, из 


которых можно будет определить как дробь с ‚ так и дугу о. 
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147. Эти подстановки вместо г, хотя на первый взгляд и кажутся трудными, 
однако выполняются довольно легко при помощи сказанного в предыдущей главе. 
Так как показано, что 


(соз ФУ — 1. $19)" = со; лю = У —1. зло, 


то для подстановки вместо отдельных степеней 2 будем иметь следующие формулы: 


` для первого множителя для второго множителя 


=-< (6089 и —1. зто), па -№ (со — У —1. 15), 
а ф 
2 - . 
= 2; (00525 -{ И—1. зт 25), = (с03 20 —У —1. 31 25), 
3 с 
23 = В; (605 3 И— 1. зщ 3%), 29 (608 32 — | — 1-я 35), 


4 ——- 4 — 
—=2. (05 42 4 У — 1.5145) 2-я (60549 —У — 1. 51149) 


ит. д. ит. д. 
Если положить для краткости —2, то после подстановки получаются следующие 
два уравнения: 

о р: -- 17? с0$ 25 —-- 673 с0$ ЗФ -- ит. м 
НА У 1. зшФ-- 47? У — 1-31 20 -- 58 У — 1 5 39 ит. д. 
и —- 17? в03 2$ -- 573 с05 3% | ит. “|: 

—№У — 1. зто— 172 И —1.т%—53 У —Т. за 30 — ит. д. 


148. Если эти два уравнения сперва сложить, а залем вычесть одно из другого, 


_ И в последнем случае разделить на 2 У — 1, то получатся два таких действительных 


уравнения: 
0 = « -- Ву с0зо-|- 47? с0$ 2% | 673 с05 30 | ит. д., 


0 = В зп ф-- 172 зщ 20 -| 878 с05 32 ит. д., 


и 


которые можно составить тотчас же по виду данной функции 
&-- Ве-- 122-828 -- 4 -|- ит. д. 

полагая сперва вместо каждой степени 2 

2” — 7” с05 пФ 


и затем 
2” —= у" 5Ш по. 


Так как зш 0ф =0 и с050% =1, то вместо 20, т. е. единицы, в постоянном члене 
подставляется сперва единица, & потом нуль. Если из этих двух уравнений опреде- 
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лятея неизвестные х и $, то, так вак == ‚Ю› Получится и трехчленный множитель 


1 


р" — 2раг воз Ф-| 4?2?, содержащий два простых мнимых множителя. 


149. Если первое уравнение помножить на $1175, а второе на с0$ 7 и произве- 
дения сложить, а затем вычесть одно из другого, то получатея два таких уравнения: 


— о зт их -|- Ви зт (т-- 1) х - 172 зщ (т-- 2) о-- 673 зт (т-- 3) Ф-- ит. д., 
— аз то -- Ву зт (т — 1) о-- 17? зщ (т — 2) 2- 673 зщ (т —3)+-- ит. д. 


Если же первое уравнение помножить на с0$т®, а второе на т ото, то путем ело- 
жения и вычитания возникают такие уравнения: 


0 —& 00$ 20 --- Вх с0$ (т — 1) ®-|- 47? е03 (т — 2) ®-|- 828 е0з (т —З)о-+ ит. д., 
0 = 60$ 1% -|-- Вх с0з (т-Р Г) о-- 17? е0$ (т -- 2) 2-- 873 с0з (т 3) о ит. д. 
Из этих уравнений любые два вместе взятые определят неизвестные х и $; так как 


по большей части это может быть произведено многими способами, то получатся сразу 
многие трехчленные множители и даже все, какие содержит в себе данная функция. 


150. Для того чтобы применение этих формул стало более ясным, мы здесь най- 
дем трехчленные множители некоторых более часто встречающихся функций, чтобы 
можно было отсюда черпать эти множители всякий раз, когда это понадобитея. Пуеть 


дана функция 
а г”, 


для которой надо найти трехчленные множители вида 
22 — 2раг с05Ф-|- 9227; 


если подставить =, то получатся два таких уравнения: 


0 = а” и” с0зжФ и 0==/” пит, 
последнее из которых дает 
зш иф == 0; 


отсюда по будет дугой вида (26-—-1)п или 2 при целом числе Ё. Я различаю эти 
случаи потому, что косинусы у них различны; в первом случае будет с0$ (28-1) п== 
—-—1, в последнем же с0з 2й* —=-- 1. Яено, что надо взять первую форму 


пе — (28 Т)т, 


так как она дает с0$ 72 = — 1, откуда 

0 — а” ___ г”, 
и далее 

=а=-“.. 

4 

Итак, 

р == @, (И =— 1 
| 

(26 1)х. 
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отсюда множителем функции а” -- 2” будет 


2— 2 (2611) 2 
а? — 242 608 ——_—— 2. 


Так как вместо можно подетавить`любое целое число, то таким образом получится 
много множителей, однакоже не бесконечное число, потому что если 2-—-1 
возрастет евыше и, то станут повторяться прежние множители, так как с0оз (2п + $) = 
—060$ $; это более яснб будет видно на примерах. Далее, если п” будет нечетным 
числом, то при 2--1==и получится множителем квадрат а?--2аг -|-2?; однако 
отсюда не следует, что квадрат («--2)? будет множителем функции а” 2”, так как 
(по & 148) получается только одно уравнение, из которого видно, что только а--2 
будет делителем выражения @&”--2”; этого правила следует придерживаться всякий 
раз, когда в0зФ равен --1 или — 1. 
ПРИМЕР 


Разберем несколько случаев, чтобы эти множители представились нагляднее, причем 
разделим эти случаи на два класса, смотря по тому, будет ли число ® четным или нечетным. 


Если Если 
=] ® —2, 
то у выражения то у выражения 
а—- 2 а? г? 
множителем будет множителем будет 
а-- 2. а? | 22. 
Если Если 
7 — 3, п —=4, 
то У выражения то у выражения 
аз 23 ай | 24. 
множителями будут множителями будут 
а? — 242 оз к 22, а? — 2аг сз п-- 22, 
2 Е 3 т 2 
а-- г. а? — 242 с08 -х к--2?. 
Если | Если 
1 == 5, 1 == 6, 
то у выражения то у выражения 
аё-|- 25 48 | 26 
множителями будут множителями будут 
а? — За2 с0$ = п -- 2, @ — 242 608 -- ®«-- 2", 
4? — За2 со$ 3. ®-- 22, а? — 242 с0$ г Г 27, 
Э 
о 5 
а г. а — 242 08 - п. 
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Из этих примеров видно, что получатся все множители, если вместо 26-1 подета- 
вить все нечетные числа, не превосходящие показалеля п; в тех же случаях, когда 
в качестве множителя получается квадрат, следует причислять ко множителям только 
его корень. 

151. Когда дана’ функция 


то ее трехчленным множителем будет 


2? — 2104г с0зФ-|- 4227, 
если при “= < 
0—4" — г" возмо и О==/” зш я. 
Следовательно, и здесь будет 
1 И == 0, 

и, значит, иф == (26--1)т или иф == 2#ёт. В данном случае надлежит брать второе зна- 
чение, чтобы было с08 иф = -|-1, что дает 

0 = а" — 


и 
Р. 
Ч 


9 — == (1. 


Таким образом будет 
2К 
р=а, 4=1 и 9= т; 


отсюда трехчленный множитель данного выражения будет 


2Е 
о 2 
а — 242 60$ — к -|- 27. 


Форма эта при подетановке вместо 2 всех четных чисел, не превышающих п, даст 
сразу все множители, причем относительно квадратных множителей имеет место сде- 
ланное выше замечание. Прежде всего при # == 0 получается множитель а? — 2аг-|- 27, 
вместо которого надо брать корень д—2. Аналогично, если я — четное число и под- 
ставим 2 ==и, то получится 4? --2а2-|-2?, откуда видно, что &--2г будет делителем 
выражения 4” — г”. 
ПРИМЕР 
В зависимости от четности или нечетноети показателя п получаем такой 


результат: 


Если Если 
® =], 1—2, 
то у выражения то у выражения 
а— 2 а? — 2? 
множителем будет множителями будут 
а— г. а— 2, 


а-- г. 
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Если Если 
п —=3, п —4, 
то у выражения то У выражения 
а8 — 23 а4 — 24 
иножителями будут множителями будут 
а— 2, а— 2, 
а? — 242 с05 2 аа. а? — 242 05 па, 
3 4 
а--г. 
Если Если 
® —5, п — 6, 
то у выражения то у выражения 
аб — 25 а8 — 28 
иножителями будут множителями будут 
а— 2, а— 2, 
а? — 2а2 С08 п 2, а?— 2аг 08 к-р А 
о 6 
а? — Заг 03 —^ «2. |: 2 9дг 4 о 
5 } [9 (> 605 6 к -2“, 
а--г. 


152. Этим подтверждается сказанное нами выше, что всякую целую функцию можно 
разложить, если не на простые действительные, то на двойные действительные множи- 
тели. Мы видели, что функция неопределенного измерения 4” -=2” всегда может быть 
разложена ва двойные действительные множители, кроме простых действительных. 
Перейдем поэтому к функциям более сложным, как &«-- 82” -1 12”, разложимость кото- 
рой вполне ясна из предыдущего, если функция имеет два множителя вида ч-|- 62”. 
Нам остается только показаль разложение формы ак В" 1-12” на действительные 
простые или двойные множители в том случае, когда она не содержит двух действи- 
тельных множителей вида ч-|-9г”. 


153. Рассмотрим функцию 


2 
д” — а” ” сов =”, 


которую нельзя разложить на два действительных множителя вида ч-Г 6=”. Если поло- 
жим, что двойной действительный множитель этой функции есть 


р? — 2р4г с08 ф-|- 922, 


Р. 


а надо будет решить следующие два уравнения: 


то при 9 = 


0= а” — 2а"7” с03 д с08 по-- 7” с0з 2иф 
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0 = — 247” с0$ д зп ло-- и" зш 2. 
Или же вместо первого уравнения по $ 149 (полагая т —=2') можно взять уравнение 


2 7 
7 


О—= а” зт 210 —2ат 60$ 9 81 по, 


которое, совместно с последним, дает 


х —а, 
’ Тогда 
"2 ие =2 60$ 9 $1 "$; 
но 
т 27% = 2 $1 2 с0$ пФ; 
отсюда 


60$ 72 == 60$ 9. 


Так как всегда с0$ (2Ёт == 9) = ©0$ 9, то 


Поэтому общий вид двойного множителя данной формы будет 


22 = 09 
2-9 д> инс 22. 
а 242 05 -- = 2; 


при этом получатся все множители, если вместо 2Ё последовательно подставлять все 
четные числа, не превосходящие п, как это будет видно из применения к частным 
случаям. 


ПРИМЕР 


Чтобы уяснить составление множителей, разберем случаи, когда и есть 1, 5, 3, 

4 ит. д. Так, у выражения 

4? — 242 0$ 9-22 
_ будет единственный множитель 

а” — 242 08 9—- 2; 

У выражения 
а — 2472? 60$ 9 -|- =* 

— два множителя: 
а? — 242 0$ Я —- 22, 


= 


., Эк — 9 „ ! С 9 . 
а? — 24.2 05 о - 22 ИЛИ а? — 23а2 ©0$ э. —- 22; 
у выражения 


а — 24323 608 9-26 
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—- три множителя: 


у выражения 


— четыре множителя: 


2? — 242 с05 5 —- 27, - 


2 —-0 
а? — 2аг2 с0о$ 5 7 22, 


. 2 
а? — 242 со5 = 9 | 22. 
- / 
а8 — 20424 с0$ 9 -[- 28 
9 — 9 р 
а 24.27 с05 ет —- 2, 


2® — 
а? — а 008 ——® -- 2, 


2 
а? — 242 0$ Я == 2, 


4" = 9 9 
© — 4 ры ы о 
4? — 242 608 — -- 22 Ули а? -- 202 60$ 4 -- 2?; 


у выражени“ 


— пять множителей: 


4 


010 — 20525 с05 9 -- 210 


а? — Заз ©0$ = 22, 


‹ в — 
а? — Заг со$ Е 9 = 22, 


2к ‹ 
а? —2а2 в0$ ЕЯ —|- 22, 
9 ч—9 2 
а” — аа в08 —— —- 2, 


4-9 
Ч -— Заз 0$ ———-Р 23. 
Е 


Этими примерами также подтверждается то, что всякую целую функцию можно разло- 
жить на действительные множители, иростые или двойные. 


154. Отсюда следует перейти к функции 


а -- В” -- 1 эп -- 62”. 


которая непременно будет иметь один действительный множитель, вида и -| 02”, лей- 
ствительные множители которого, простые или двойные, могут быть найдены; другой же 


множитель вида и -|- х2” -|- 2 


‚ кав бы он ни был составлен, всегда на основании пре- 


дыдущего параграфа равным образом может быть разложен на множители. 
\ 


10 Зак 325. — Эйлер. 
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Далее, всякая‘ функция 


а Ва” Ре” 82" 2” 


также разлагается на простые или двойные действительные, множители, так как она 
всегда имеет два действительных множителя вида 9-02” + м”. Можно, далее, перейти 
к форме 


р -- Вг" -- 12”” -- ват -- =" -- (2, 


которая, наверно, имеет один множитель вида _м-|- 82”; другой же множитель будет 
предыдущей формы; поэтому также и эта функция допускает разложение на действи- 
тельные, простые или двойные множители. Таким образом, если оставалось какое-либо 
сомнение насчет подобного разложения всех целых функций, то теперь оно совершенно 
устранено. | 


155. Это разложение на множители может быть распространено также и на бес- 
конечные ряды; выше мы видели, что 


т 172 28 2“ —___ 
НТ ра. Н 1.2.3.4 итд =, 


причем 
+ 
“= (1-5), 


где & означает бесконечно большое число; ясно, что ряд 
1-т т 5-9. ит. д. 


имеет бесконечное число ‘простых, равных между собою множителей, именно 1, 
. $ 
Если от этого ряда отнять первый член, то получится 


р | 2 \3 
+: те ит. де" 1 = (1-2) 1; 


еравнивая эту форму с $ 151, полагая 


я . 
а=1----, = и 


м 
= 
ых 


вилим, что любой ее множитель будет равен 
. 2 \2 эт 
(1 ++) — 2(1 +) сз Е-1; 


отсюда при подетановке вместо 2 всех четных чисел получатся все множители. 
# 


., 22 
При 2 ==0 получается квадратный множитель „,, вместо которого-— по указак- 


Е ра 
вым соображениям — надо взять корень $: значит, х оудет множителем выражения 
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е”— 1, как это, впрочем, ясно само по себе. Для нахождения остальных множителей 


2 
следует заметить, что так как дуга — п бесконечно мала, то 


2 
— к = 1— 7 2 


05 


(8 134), при обращении в нуль остальных членов ‘веледствие бесконечности числа +. 
Отсюда любой множитель будет иметь вид 


а 


ее 


и, стало быть, выражение е”—1 будет делитьея на 


х д 
ТР Рая. 


Веледетвие этого выражение 
х __ $ 2? 23 ) 
у 1=2(1 Ри Раз Газа тит 
кроме множителя х будет иметь бесконечное число множителей: 


ож) @ +182) +7 =) (НТ ив) ить 


. Мн 
156. Эти множители содержат бесконечно малую часть =; она входит в отдельные 


5+ производит член — > ; 


опущена быть не может. Во избежание этого неудобства рассмотрим выражение 


множители и при перемножении их всех, числом поэтому она 


ри —ж __ ж \$ у х\* ин 23 25 , 
ее = (1+7) —(1—$) =2(Т-+4 паз ЧгизчьН итд), 


ибо 
—я __ © 2 __ 23 
г” =1 г+Я.= ов Кит д. 
Сравнение этого выражения © $ 151 дает 
— — ьл —1— ®. 
= а=1|и а=1— =; 


отеюда множитель этого выражения будет равен 


2 й 2? 2 422 | 4 у. 
2.— 2а2 с08 = т--2 2 — 2-5 —2 (1—3) воз == 5 -|- = ии зв 


так как 


10* 
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,кттттытКККККУКУКККВККГееУе”ьРРРхЬ———д—кодоко—о—— иди 
— 


Итак, функция е’—е “ будет делиться на 


э 
2- 
1 р ы) *®^ р] 


22 
где член —, может быть опущен без опасения, потому что даже после умножения на ? 


он останется бесконечно малым. Ероме того, как и раньше, если Ё ==0, то первый 
множитель будет равен х. Вследствие этого, после расположения этих множителей по 
порядку, будет 


е® —- в ® 022 2 22 —__ 
пы. (1+=) (1+ вт) (1+ уз) (1 Е вез ) (1 5) ит. = 
+ 
ое -3.4.5 Рруаьет Кит д. . 


Отдельным множителям, путем умножения на соответствующую постоянную, я придал 
такой вид, чтобы при фактическом умножении получилея нервый член х [33]. 
157. Подобным образом, так как 


= — (+9 +09 


а а 


`) , 


— 


то сравнение этого выражения с указанным выше а”--2” даст 


д; НЫ . 
а=1----, 2=1— = И й —%, 


значит, любой множитель будет равен 


| о) 2 р с .- 
ое аз вов ао (1 в) 
Но 

2-1 1 


60$ — я = я п?, 


ОТБУДа ВИД множителя будет 
| че И, 
т 


по исчезновении члена со знаменалелем 3“. "Так как всякий множитель выражения 
222 А 
еее д 


должен иметь вид 1- 92?, то для приведения найденного множителя К ЭТОМУ ВИДУ 


26-Е 1) ^> ВИ р 
его надо разделить на Ее; итак, множитель данного выражения будет равен 


4. . 
1 - (2 1) =? : 
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——— 


отсюда найдутся все бесконечные множители, если вместо 26-1 подетавлять поеле- 
довательно все нечетные числа. Поэтому 


лв 
Р-Я рр Ровуе итд 


42 4572 457 
= (1 +) 0+) @+#)( т) ит.х 


158. Если х будет количеством мнимым, то эти показательные формулы перейдут 
в синус и косинус некоторой действительной дуги. Пусть х = —1; тогда 


62 У-1 — 2—1 
°у-1 


это выражение разлагается на такое бесконечное число множителей: 


22 э\у 2 \, 23 , 
= (1 — =) (1 —ч%=) (1 — =) (1 — тез (1 — тя иле 


г. е. получаем 


. 5 е 3 " 2 Е: 


Веякий раз, когда дуга = выбрана так, что какой-либо множитель исчезает, что бывает 
при 2==0, 2—= Е т, г = + 2 и вообще при 2 == -Е йж, если Ё означает любое целое 
число, то вместе с тем синус этой дуги должен быть равен нулю; это настолько 
очевидно, что отсюда можно было бы получить самих множителей. 

Подобным образом, так как 


25 


23 п 
ООО т. . 
2.8 таза оз. ит. д: 


— ат 2 = 2-—— 


получаем также 


605 2 — (1 —— =) — 98) (1—5) (1 — же) ит. д. 


или, разлагая каждый множитель на два, 
22 22 2: 22 22 
=(— +) +=) -ы)а+)@ в) а) въ: 


отсюда, равным образом, видно, что если 5 == 
| 


605 


` 


г 
= 
- 
ы- 


5", то будет с0$ 2 =0, что также 


яено из природы круга. 


159. По 8 153 можно также найти множители выражения 


79 дА 
е’— 2 сов нот ® = 2 (1 — 005 -- ты тт и т. т.) 
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Это выражение переходит в такое: 
д? \$ ж \} 
(1+4) —2 0089-Е (1—4); 


сравнение его с приведенным выше видом дает 


. ин ий 
2п=1, а=1 = и 2=1—-, 


откуда любой множитель этого выражения будет равен 
Ак = 9 227 2? 2 (2%к = 9) 
д — а сов Е ао 2 (1—5) ЕЙ. 


Но 
$ 2 (2Кп = 9) 
- 4 — 


__ 2 (я = 9) 


со 1 то , 


4252 4 (2Кт = 9)? 
я 


откуда множитель будет равен -> или же, в другом виде, 


х 
1 (2% — 92° 


В самом деле, если разделить заданное выражение на 2 (1 — с0$ 9), чтобы в бесвонечном 
ряде постоянный член был равен единице, то, взяв все множители, получим 


е — 2 сова ее ® 


9 (1 — воз 9) — 


Рая) (ея) Нани) На) жи) Х 
ха) (в) "т 


Если вместо х подставить 2 У —1, то получится 


с08 2 — ©0349 __ 
1— с05 9 


= (1 +) а-я) (1 (Нах 
Хх (а-я ие = 


22 24 56 
—1 —5и вл РТ 4—0 15. 6—9 № ит. д. 


Таким образом все множители этого бесконечного ряда известны. 


160. Для функции вида 
её`Р® е°—= 


ОБ ИССЛЕДОВАНИИ ТРЕХЧЛЕННЫХ МНОЖИТЕЛЕЙ 151 


также удобно могут быть найдены и указаны все множители. Преобразуем ее к виду 
| Ь -|-- м \3 с—х \1 
(и-- м ) —= (1 -- к .) ) 


при сравнении с видом 
ры — $ 


находим, что она будет иметь множитель 


у/ {2 
а? — 22 с0$ = -|- 27, 


где и означает нечетное число при верхнем знаке и четное при нижнем. Так как, 
в силу того, что $ бесконечно велико, 


т2т2 


соз И — 1 
242 ? 


то этот общий множитель будет равен 


252 
(а— =) и 2. 


В этом случае 
а 2 и а=14 8%, 


$ 


откуда 
о р—е 1-22)? с, 66-- (с —6)х— 22 
аа до е о е 


42 


тавим образом множитель, помноженный на 32, будет равен 
(6 — с)? 4(— с) х- 44? -- т?п?, 


если пренебречь членами, деленными на $ или 12, так как по сравнению с остальными 
они исчезают. Если постоянный член путем деления привести к единице, то множитель 


будет равен 
4 (6 — с) «-- 42? 
ва 6—9 


161. Так как теперь во всех множителях постоянный член равен единице, то 
функцию е’*”-= г°—® надо разделить на такое постоянное, чтобы постоянный член 
стал равен единице или чтобы ее значение при х=—=0 стало равно единице; таким 
делителем будет е’-=е‘; благодаря этому выражение 

еб = ее —< 


еб -+ еб 


| 


может быть представлено в виде произведения бесконечного числа множителей. Если 
взять верхний знак, и 7% будет означать нечетное число, то 


ет ® | ег-*® 
е? -|- е? —_ 


Я) (ое (1 4 дея 


к? | (6 — с) 9я? -|- (6 — с}? 58 (6 © — с} ) ит. д. 


— 
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вели же взять нижний знак, и 7 будет означать число четвое, а в случае т=—0 
взять корень из квадратного множителя, то 


РГх ос 


еб — еб 


—2 


— 
— 


Ноа) (1 Но») (1 зв еир) втл 


162. Положим 0—0, что может быть еделано без нарушения общности; тогда 


т (1 ара 
1-е пе с? 92 © 25? | с* 


исее = (1 —_ =) (1 __ 46#-- не (1— __ 468 — “) (1 __ 464 — =) итд 
1— е° 6 4т? -|- с? 1672 + с? 362 Ре 


Теперь будем считать с отрицательным; тогда получатся такие два равенства: 


‚Зы ' 


пе “бе ® _ (ох 465-42 4х -|- 4х? 4; -- 45^\ - 
ре = (Ее (1 тте ) (1 -Н зря) ит. д, 


1-е ° 
с? — е ‘бе т 4с2 -- 427 46-4 —- 42? 42 —- 4.02 
ое = 466 И 
1—е—° (1 — ==) (1 -- 472 - с? че) (1 ] ан) (1 = 3672 с ) ит. 4. 


Помножив первую формулу на третью, получим 


67? еее °. 


нее ° 


подставляя 1) вместо 25, будем иметь 


ее У ее 26у — у? 2еу - у? 267 — у? 2су - у? 
нес = (1 — аа (1 Ра а -- с? (1 д - с? ь) (1 — 9? -- с", :) х 


__ 26у — 2 ии) 
Хх (1 Бари) (1 Рожера) И Т.Д. 


Помножив первую формулу на четвертую, получим произведение, равное 


$) _9 —_ 
те бес. 
еб — е`° 


подставляя 4/ вместо 2х, будем иметь 


е — в У ее —е*° _ 4 2су — 9? Зе у? 2еу — у? 
вое (1+8) (1 — за )(1 Рея) (1 `- вара) х 


е —е 


_ 2ву о) 26у— у? Эсу В 
х (1 1 16^2 —- с2 (1— 5512 -- т) (1 -- 367? [с И Т. (1. 
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Кели помножить. вторую формулу на третью [34], то получитея то же равенство, если 
только с взять отрицательным; именно, будет 


п о-ва 
к) И) ньх 
Поуножим, наконец, вторую формулу на четвертую; получим: 
р т 
х (т щенея) (1 — ее) (1 арта) и вх 
163. Эти четыре комбинации можно теперь удобно применить к кругу, положив 
с=9иИ—Т и у=%уУ—1. 
Тогла будет 


У о У —в Ут И 
оне ° —2 05 г, С — 6 =2У—1-5ть 


х 


— 


и Реут УЕ Ри ИТ. 
еб" = 9 6039, 6" —е 9 =2У—1. т. 


Отеюда первая комбинация дает 


082 -- 0$ 0 1:2 — 4 _ 
ев и 1.2 (1-- в0$ 49) —— 1.2.3.4а- 089) 1.2.. = варвя Ни = 


1. 
=) — Е) ее) Ея) х 
х (1 зи) ети) як я 
Ни) я) (1) На) х 
хо =) (1 — зу) (1 ву) (1 жи) итд = 


= еж) (1 чая) — еж) (1 — в) — вела) ит 


Четвертая же комбинация дает 


с05 — 60890 1 __ 4 8 
Кем ПЕ ест 15342597 ее А 


1. 
= и (а (1 Одо — 
= (1 =) (1 4т? (1 - 412 — ) 1 -- 16:2 — 4? (1— я) и т. д. — 


- —_ ,) (1 +5) (1 (1 — = (1 ==) (1 и) х 
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—ы—ы—3 


Ха еь) (1 ау) кт к 
2 о 2 У) ` 
=(—#)(1 виа) (1 — вез) (1 — ат) (1 деи) 1х 


Вторая комбинация дает 


у те | ° __ $3 15 
зт 9 вш9 1.2. зато Г: 2.3.4.531 д 


+ аа) @ зи) (+ =и) не), 
=(-+7)( =) = (1— =’) (1 к 


Жи) р во) ит 


При © отрицательном получится третья комбинация. 


й 


164. Также и выражения, приведенные в начале 5 162, могут быть применены 
в дугам круга следующим образом. Так как 


ее _а-е 9) (+ ‘е`®) _ ее | те ет 


`анрориинию 


пе нее = оне ев < ’ 


то евли ПОЛОЖИТЬ 
—=9иИ—1 И ж==е — 1, 

это выражение перейдет в 

08 2- 05 (9—2) паза 

1-- с08 9 — 905 2 "ово ° 
Так как — 119 — а то будем иметь 
у Т-- 089 б2 У, уд 
1 . 
08 #-- 85 951 2 = 


=1-- Ро 2? ШЩ_^ Е в — итд. = 
59— —1.2.5%5 9 Гта.3 4119345699 д. 


/ 402 492 — 442 492 — 42? 
АИ 


25-2 — 02 
я) а рая) — =) (1 На) (а = ит.д 


Подобным образом второе выражение при умножении числителя и знаменателя 
ха | —е ° переходит в | 


е--е-® — е—® — е—е-+= , 
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полагая здесь с —=9 И —1 и х=У —1, получаем 


2 — 003 (9—2 $10 9 зшаг ша 
1— с059 1 — с08 9 1 
857 


Таким образом 
1 . 
0$ # — 65 5-9 Ш 2 = 


ы 1 = 23 1 24 25 1 
Я Ра Рава ава вита 
— __ 28 492 — 42? 492 — 42? ( 492 — 42? __ 
=( )(1 — 41? — =) (1 - и) 1 а) И Т. Д. —= 


9 
22 22 22 22 22 
— —_ —_— О сы —- —— —_— 1 
| 9 )( =) и) (=) Е) вел 
Если же положить $=22 или е= 1, то получится 
воз ( —%) 
О юн Ро 
==60$ 5 ®-- $59 Зе == 
с08 = 9 
1 (1 У) ях) ит 
=(1-+ = — == Ня) 3= {9 7” 
1 
сов (о п, 
= 0085 6—8 95 5 0 = 
в08 5.9 


=( [= и НЯ) (1 =) (1 Но) ие 


. 1 
зт (9—5) 1 1 1 
— = 60—— © 8 5 9 Ш 5 ® == 


. 2 2 
эш 9 
— __® | р —__ ® 2 | —__ 9 
шо | И 
р =6003 50-08 5 9 81 55% == 
511 5.9 


не =) = У) (то) * т х 


Закон последовательного образования этих множителей довольно прост и одно- 
образен, причем из этих выражений путем умножения получаются выражения, найден- 
ные в предыдущем параграфе. 


ГЛАВА Х 


О ПРИМЕНЕНИИ НАЙЛЕННЫХ МНОЖИТЕЛЕЙ К ОПРЕДЕЛЕНИЮ 
`° СУММ. БЕСКОНЕЧНЫХ РЯДОВ 


165. Если 
[-|- Ае-- Вг2 -- Са Раа--и т. я. = (1-92) (1-Е 82) (1-- 12) (1--52) и т. д., 


то при действительном перемножении этих множителей, конечно ли, или бесконечно 
их число, они должны дать выражение 1-- Аг В2? -- (28 —- )^-- и т. д. Коэфи- 
циент .1 суммы будет равен сумме всех количеств 
а --т--8-а-- ит.д. 

Коэфициент же В будет равен сумме произведений по два, так что 

| им 2 р ` 

В==а8 а -- 16 у-- 88 --16-[ ит. д. 
Ко.фициент С будет равен сумме произведений по три, именно 

С = «31 -|- 986 | 946 -- В16-- ит. д. 


Так же и дальте, Ю будет равно сумме произведений по четыре, Ё будет равно сумме 
произведений по пяти и т. д., как это известно из общей алгебры. 


166. Так как сумма количеств о Ву 6-- ит. д. дается вместе с суммой 
произведений по два, то отсюда можно найти сумму квадратов а? -|- 9-12 5 ит. д., 
так как она равна квадрату суммы минус удвоенная сумма произведений по два. 
Подобным образом можно определить сумму кубов, четвертых и более высоких степеней, 


если положим 
Р—а в Ел —- = ит. д, 
ре ит. д, 
В = а -- ре нитд, 
© == а -—- 4-14 94| =#- ит. д., 
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—ыы—ее.- 


-—-..-ы —-----———— 


Т = | 96-2 -- 55 + её ит. Д., 
У— 6-86 -|- 16 -- 56 -- =6-|- ит. д. 


ит. д., 


то значения Р, 0, В, 5, Т, Г ит. д. определятся по данным А, В, С, ЛРит. д. 


следующим образом: 
Р= А, 


9 = АР 25, 

В= А0— ВР ЗС, 

$5 = АА— Во-- СР— 4), 

1’ = Ав — ВЕС — ПРЕ ЗЕ, 

= АТ— ВСЕ ПО ЕРЫ_—6ЮК 
ИТ. Д. 


Справедливость этих формул легко узнается путем проверки; с полной же мате 
` матической строгостью они будут выведены в интегральном исчислении [35]. 


167. Так как выше (5 156) мы нашли, что 


ее — С 
—_ ООО ОИ 
2 == (1-; 3 Г1.2.3.4.5 5... 
= (1- =} а) (1- =) (1+ ) (1 =) и! д 
+. Г 4? Эя2 16=* 252 ? 
то 
2% } 
РБ и 
&- 
= (1+5) (1-+=) (1 =) (1 Н16=) (ав) пех 
Положим 22 =— п?2; тогда 
14 о | 76 
а зая ит лы 


ааа). (1 +62 (1 :, ит. л. 


Применяя выведенное выше правило к этому случаю, будем иметь 


. д8 
А, Вы, С=5, Р=зющ их 


Поэтому, если положим 


11 

=1-++ г Ува Е - ит. д, 
тт, 1 

О-о Кай + ит.д, 


158 ГЛАВА Х 


1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
В Ри Ре Роя Ра Ни т. д. 


1 1 1 1 1 
ТЕ Рав Г Ре Ги. д 


ИТ. Д. 


и значения этих букв определим при помощи их выражений через А, Б, С, р ит. д., 
то получится [36]: | 

2 
Р=--, 


6 


168. Таким образом яено, что суммы всех бесконечных рядов, заключающихся 
в общей форме 


1 1 1 
ТЕ и и ит. д, 


могут быть выражены посредством длины полуокружности л всякий раз, когда ® будет 
числом четным; при этом сумма будет находиться к п” в рациональном отношении. 
Чтобы значение этих сумм выступало более ясно, приведу здесь некоторые из них, 
выраженные более удобным образом: . | 


1 1 1 1 2 1 > 
ия итд т, 


Ни Ни атлета 3" 
ии ит" 
УРНЫ и т. к 1 3 9 58, 
за Ни НН ит хз" 
Нана Рая нтв 


ттт, 2 3 617 
зв РР аи Роя ИТ м в п 


О ПРИМЕНЕНИИ НАЙДЕННЫХ МНОЖИТЕЛЕЙ К ОПРЕДЕЛЕНИЮ СУММ 


1-Е -+ зы в + ав и т. д в м ыы 
ка а, 
тя На На Рита 
НЕЕ 
т за за Е + ит хз И 
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Коэфициенты 1) [37] ‘степеней х можно было так далеко продолжить благодаря 
способу, который должен быть изложен в другом месте; я здесь привел их потоиу, что 


[2 *® ® 1 1 
на первый взгляд очень незакономерный ряд дробей 1, 3, $, 5. 
имеет большое количество применений. 


169. Разберем этим же способом уравнение, найденное в $ 157, именно, 


о ИИ И Е = в 
2 1-15 Гроза Нав ы ет И Т. д. —= 


4272 4. 52 42? 42? 
= (1 - ==) (1 +=) (1 +=) (1 +9) и т. д. 
2 
Если Положить =", то будет 


16 


1-2 8 
—- 28 — 
Нач РГ. 844 Раз вв и Т. Д. = 


аа) 6+5 
= (На) (1-52) (1-52) (1-22) ит. д 
Отсюда, применяя выведенное выше, получим 


п? 74 пб 
А= В м р 


1.2.4’ — 1.2.8.4. 42, 1.3.3...6. 43 . д. 


Кели же положим 
т д., 
ОЕ Рая Нави т 
В - а-я Рая Рав итд, 


1 1 1 1 
ВН 5 Рая Гани т. д. 
ит Хх, 


1) Описка: в подлиннике ехропепев, показатели. С. 4. 


3? 165 1 


т. д. 
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то для Р, ©, ПЦ, 5 ит. д. найдутся следующие значения: 


__ 1 т __ о д! 

п, — 1.2.82, 

_ 16 о __ ‘912: 28 
ЕЕ ИР = авт‘, 
т___ 1986 | = р_ 85812 св 

1.2.3...9 911 › 1.2.3... 11 213 ? 
22 368 256 пм итд. 


ДИ —— т. — 
и —1Т.9.8...18 95 


170. Те же суммы степеней нечетных ‘чисел могут быть найдены из предыдущих 
сумм, в которых встречаются все числа; так, если 


1 1 1 1 
Р-Н и Е дж-Ё ит. д. 
| , 1, 

то после умножения на 5» будет 


о Д., 


если этот ряд, содержащий только четные числа, вычесть из предыдущего, то вета- 
нутся нечетные числа, и будет 


пу! 2" —1 1 1 1 1 
и ИР ри НИТ. д 
Е В . М . , и. 
сли же вычесть из 1/ удвоенный ряд», то получался перемежающиеся знаки, и 
будет 


2 1 — Ш 1 
ит Е = ии ит 


На основании указанных правил могут быть суммированы такие ряды: 


1 1 1 
ии ая = 5 — т -- Би — 6% Ня» И Т. Д., 


1 1 1 1 1 
ра Роз РР Ри итд, 


вели только и будет числом четным; сумма будет равна .1х”, где 4 — рациональное 
число. 


171. Кроме того, выражения $ 164 также дадут ряды, достойные упоминания. 
Так кав 
ь 
05-18 о. Ут -- © = 
| 


(1 =)! ичЕ-й- р) итд. 
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2 т 
то при о==-ж и 9=-т будет 


ие) +) 


ск тк т 
т. д = 608 5, -- 85. Ш 5, == 
‚ п тт п202 1323 тт па 4 
=1- 2% бт аа — 2.4.6 из 68 2% Кате ва и т. д. 


Это бесконечное выражение по сопоставлении с $ 165 даст такие значения: 


Ан, 
В=у, 
С= а 8 р ' 
= ван, 
Ее 
ит. д. 
Но в этом случае 
ив и, и, = ти, 
и, т и Т. д. 


372. Отеюда по правилу $ 166 получаются следующие ряды: 


1 1 1 1 1 

Р= пт вт — Зи—т — зи - т т 5й — т ит, 
1 1 1 1. 1 

9 = (п— т) -- иж Рая и Ки ри Ги К ит. д. 


1 1 1 


1 1 
— п— т} (ит -- в — т) (8 + иг (5% —т)8 — и т. д 


В 


1 1 1 1 1 
5 ри Рори Рив ри Кии, 


1 1 1 1 1 
Г = п— т п-т - (3% —т}5 п-т} - (5% — т) — 


и т. д., 
1 1 - 1 1 1 
Г Шир арий Нал и На рии ТХ 


И т. Д. 


#1 Зак. 3250. — Эйлер. 
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у /( 21" 
Если подставить & 5 —{, то, как мы показали, будет 


кк 

Р = — 92 

д 8-12 
9 = 41? 

__ Рю 

В = 83 _ 


$ — (За 
—_ 4872 


ТП — (35 -- 523 -{- 2%) пб — 


9675 


и т. 


№ 
—`2и’ 


__ © +2) 2 
9.412? 


__ (68-6) =. 
9.4.613 ? 


__ (Ам + 3282 -- 8) = 


2.4.6.874 ? 


(1205 - 2003 -- 80%) х5 
2.4.6.8: 10° _ 


д. 


173. Равным образом последнее выражение 8 164: 


1 1 
05 5 -- 74 59 


Л одлставим о = — т 
если пох =, 9=х 
тп 1 
воз >, -- х 
ия л2л2 38 14 
Тож а об я а. 


ия 


+ 


9) (1 з-я) (1+ 5) (1 — 


5.4.6.8 Гав 10 И 1" 


. 1 
. БШ — 9 —= 
2 


л5л5 


При сравнении © общей формулой 5 165) получится 


Ау В’ бурь 
Рая, ЕН они 
Из множителей же получим 
сы я, Три, 2 ие, 


) и т. д., 


Д, = 


+) кат ина 
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174. Отсюда, согласно 8 166, образуются следующие ряды и для каждого нахо- 
дится соответотвующая сумма: 


1 


__ 1 1 1 1 
РН ит Г ит пи, Ти" т. д. 


1 1 1 1 1 
Ор Ни и Ра я Ра Гаити, 


1 1 1 1 1 
В ия буит би из и ан и 


1 _1 1. 1 1 
бя Роя Ня ий Калий Гири ГИ * ль 


Суммы же этих рядов: Р, ©, В, © и т. д., будут таковы: 
ы 1т 
== 5 =, 
— @-0т __ (2-2) =2 
4 — а.4ие › 
— Ом __ (6 - 612) = 
8 — 5.4. биз, 
= Е 73) — ФЕВ) 
—_ АЗ та — 5.4.6. 8 4 
Т— ВИ 5 3) = — (120-2002 | 801) =. 
—_ Эбиз — _р.4.6.8.10 56 ' 
у— Е МЫ-- За 16) 8 (120 р мое -- 816 | 969) = 
—_ 960616 — 2.4.6.8.10. 12 86 
ит. д. 


175. Из этих общих рядов небесполезно вывести некоторые частные\случаи, полу- 
чающиеся, если придать отношению 2 к ® определенцые числовые-значения. Пусть 


[о 


прежде всего т=ТГи п=2; тогда = < =—42 45° =1 и оба клаеса рядов совпа- 


дут. Получим 
1 1 1` 1 
= зт5- 1 —- 9 итд, 


Га 


к? _1 1 1 1 

= Гита тититатдх, 
п ттт 

35 =1— тт ит д, 
ка лот, 1 
в Ты тит ифнтлх, 


11* 
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515 1 1. 1 1 
ТЕЗ6== 1 5 КБ в КБ — И т. д., 
тб 1 1 1 1 
Зв 1 Рае РР Ри фятк 


и т. д. 


`Первый из этих рядов мы уже вывели выше (5 140); те из остальных, которые содер- 
жат четные степени, были получены раньше ($ 169); прочие Же, у/которых показа- 
тели являются числами нечетными встречаются здесь впервые. Итак, мы установили, 
что и суммы всех следующих рядов: 


1 1 1 1. 
1 — пет Г Бит — ет Г о2-+1 — и т. д., 


могут быть выражены посредетвом величины п. 


176. Если теперь 


то 
ы о 1. 
= 5 — 4 30° — Уз 
тогда ряды 5 172 перейдут в такие: 
с. 1 1 1 1 1 1 
у зат юты вит 


1 1 1 1 1 
57 Раз Ре Ре Ри т. д» 


пз 1 1 1 1 1 1` 
уз = во Нео тиТх 
и т. д. 
ИЛИ 
к 1 1 1 1 1 
зу Тото атм, 
4т2 1 1 1; 1 1 
43 1 1 1 1 1 , 
Уз гта атх 


В этих рядах недостает всех чисел, делящихся на три; те из них, которые имеют 
четное измерение, могут быть выведены из найденных выше еще следующим образом: 


так как 
г 


52 1 1 1 1 
Тит Риты тит х, 
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то . 
2 да 


1 1 1 1 
Рака Рети ы. 
Если последний ряд, содержалций все чиела, делящиеся на три, въычесть из первого, 
то останутся все числа, не делящиеся на три; так, будет 

8 42 _ 1 1 1 1 
ет Тартатя Тв Татд, 
как мы нашли. 


177. Та же подетановква 


т =1, п=З и а 
в`применении в $8 174 дает тавие суммы: 
ето ааь 
ты ва Ни ат 
ву в Не-шРы- батл 


ит. Д., 


в знаменателях которых ветречаются только нечетные числа, 3& исключением тех, 
‘которые делятся на три. Впрочем, ряды, имеющие четное измерение, могут быть вы- 
ведены из уже‘ найденных; так как 


т? 1 1 1 1 
1 РГ Рыте Ри итд, 
то 


та 1 1 1 1‘ п? 
0—3 К 5 Ку Гав ТЕТ дд. 


Если этот ряд, содержащий нечетные числа, делящиеся на три, вычесть из первого, 
то останется ряд квадратов нечетных чисел, не делящихся‘: на три, и будет 


п? 1 1 1 1 
91 Таги ет Тит 


178. Если сложить или вычесть ряды, найденные. в 5 172 и 174, то получатся 
другие ряды, достойные вниманйя; именно, будет 


кк = _ 1 1 1 1 __ ®-+)лт. 
2п — р т пт  п-фт ит Ги и т д = 2 
но 
вр ® 
4, ТЖ 2% о 1 
К = и 1-е = 
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отсюда 


2 . тп 
те =2 1 5, 5 


при подстановке этого значения Получим 


п , __ 1 1 1 1 1 


1 1 
пе т Рут пи им Гм Ги и ТА 


Подобным образом, вычитая, найдем 


п № _ 1—Ю№т __ 


ПЕ 2 пк 


1 1 1 1 1 1 1 
пи Гири мт Ги “и ми ИТД; 


Но таЕ КЕ 


2 тт ‘зш — 
тв = 25, = що, 
608 —- 
п 
то отеюда 
п с08 ше 
и Е НИ 1 тикд 

я зт тт т п— т п-т 21 —т жт ‘Зп—т 


Однако получаемые отсюда ряды квадратов и более высоких степеней могут 
быть более легко выведены из этих же рядов путем диференцирования. 


179. Так вак мы уже разобрали случаи, когда 171 =1 и п=2 или 3, то положим 


т —=|1 и п=4; 
тогда 


т 1 1 1 1 1 1 1 
у Рот Нэт в ват 
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аиитиииньяиианищить 
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будет 
тк п п 1 1 т '1 1 со -8- = 
пи в $1 5; = Из-==. 605 у Пит У?; 
8 
отсюда получится 
п 1 
Е = 11—99 15 РР итд 
4/ 2— Уз 1 5 а в — 
И 
ПИ 1. 11:1 
ват 9 5 К 8 ТИТ д 
Если теперь 
7—3 и п=8, 
то 
и 8 8 — в Рау , 8 — 2 2у2’ 
откуда 
оз З к 
ИИ: 
и г э 
зп3 д 1-2 
8 
й получатся такие ряды: 
т 1 1 
Е ИЕ Зе ЗЕ ЗЕ И = — ит. д., 
Уз У 3 Ба 13119 ыт 
п 1 1 1 
Зач 5 тиб в жит 
180. Из этих рядов получается 
ду 2+ У2 _ 11 Тот ЩЕ 1 
4 1; Ртт-Уу-ы ви ит в 
у 2—2... 1 1 1 1 1 
4 = з-5+т- ив -вки-в-итл 
=(—1-+ Уз У4- 33) толь лата 
8 Ру 5 РТР эти Би Ь— ит. д., 
п (1—2 -+ 4-22) _ пт вт тт 
| -8 РТ ивы овги эГит д, 
п (1+ УЗ +У4—272) _ палата рт т, 
о 15 тп в вирь тит д, 
ау — И 4272) а Гаага Шу 
8 — тэги гв ВГН в 0 
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Подобным образом можно итти дальше, подставляя д =16 и %==1, либо 3, либо 5, 

1 11 1 
737 5’1’) 9 
торых чередование знаков плюс и минус будет следовать другим законам. 


либо 7; этим путем будут найдены суммы рядов из 1 и Т. Д., В ЕО- 


18К Если в рядах 8 178 соединить по два члена в одну сумму, то будет 


п __ 1 2т% 2т% 27% 2т 


т. т -- 12—12 412 —т? -- 92 — т? _ о и, т. Д., 
азт — 
п 
поэтому 
1 1 1 т 1 
12—10 412 —т? - 92—т — и т. Д. = те 9? ° 
2тт зш — 


т _ 1 2т 2т 2т 
т Шт Шт тт ИТД, 
п —п ^ 
откуда 
1 1 1 1 к 
ия Гат Кое КИТ. Ди и. 
2тп {$ — п 
От соединения этих рядов получается 
п ше 
1 1 1 21° 
иг 92 — т? -- 2572 — 71? ти т д. = 4ти ° 


Если во втором из этих рядов п=ТР и т будет каким-либо четным числом, 
равным 2%, то, ввиду того, что $5 йт =0, веегда, если только Ё не равно нулю, будет 


1 1 1 1 —_ 
аа Кое Г 55а Г ати т д =0. 


Если же в первом из этих рядов п =2 и т будет каким-либо нечетным числом, 


== == 0, будет 


1 
равным 2-1, то, ввиду того, что 
$ 
| ® 


1 1 1 1 
а Р-р Г ОЕ ЕИТ = беиу. 


(1 т 
182. Помножим найденные ряды на п?, и пусть ==; получатся такие выра- 


ониИЯ. 
1 1 1 1 п 1 
аи вы КИТА Брат 9’ 


1 1 1 1 __ 1 т 
и Роли ИТ ры 
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[38]. Пусть р? = а; получатея такие ряды: 
1 1 пУа 1 


1 1 
а ча Гоа вр итд. — ЗазшаУа — 24а’ 


\ 


1 1 1 1 
а аа Гаваи = 5. — 


Сумма этих рядов может быть выражена при помощи круга, если только а не будет 
числом отрицательным или целым квадратом. 


183. Если а будет числом отрицательным, то суммы этих рядов мы сможфм найти 
также посредством указанного выше приведения мнимых показательных количеств 
к синусу и косинусу круговых дуг. Так как 


У ви =1 — 
277 —1 — 032 У-1-зшх ие 1—0 х—У-1.-зшх, 


то, наоборот, при подотановке у/ —1 вместо х, будет 


—- ет её . — ео 
605 —1 = —— ИЙй 5 = мо, 
уу 5 уу и 
Если же «= —6 и и=тУБЪ, то получаем 
—_ —пУБ дуУБ 
с05 п И—= 
И 
— —тУб ВИ Уь 
т —“ ; 
2уУ-—1 
следовательно, 
__ .—=У5  свИБ 
4 —6 — оо) . 
ву (—=УЪ Ч =") У—1 } 
отсюда _ 
ИУ —__ —2=УуЬ 
зшИ—® е^“УБ — 8 
И ний `—^ ” — 
у -Ъ — (-"%Ъ еб) уЪ 
ту г—-=К6 _ И 
Заметив это, получим 


1. 1 1 1 1 уУь 

ГЕ Я ГОБ ЕБТ АТ ЧБ УР), 
хИЬ | —зУИБ т 

ттт ре а Е) зуб т. 

ф-ЕЬ Гать ГЭ-Ь Г 16-Ь о (еб — в =У®) 5 

Эти ряды можно вывести и’ из ‚8 162, применяя тот же метод, каким я пользовалея 

в настоящей главе. Но так как приведение’ синусов и косинусов мнимых дуг к дей- 

ствительным показательным количествам особенно хорошо иллюстрируется этим спо- 

собом, то я и решил, что это ‘изложение заслуживает предпочтения перед другим. 


ГЛАВА 
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184. Так как выше (5 158) мы видели, что при 2, означающем какую-либо дугу 


круга, 
. 2 22 2 2 
эта (1 — =) (1 — +=) (1 —5=) (1—2) и т. д. 


В 4.27? 4272 2? 42? 
60$ # = (1 —%) (1 — 9=) (1 —==) (1 —#5) ит. д. 


‚ т 1%) (1 ты) (1—9 1—8 
= т ( 7? 472 бит ) ( т) ит. д. 


тт‘ 4т?2 471? 472 471? 
608 —— = (1—5 ея) (ая) (1 —9») ит. д, 


Если вместо * подставить 2и, то получатся такие выражения: 


и тт __ тт 472 —т? 1672— т? 36я?— т? ит 
5%  % 472 16? 362 . д. 
тт 0? — 0? 9? — 0? 9512 — 02 490? — т? 

605 2% 72 ° 972 ПБ о 49 “ и т. Д. 


При разложении на простые множители они дают 


р " — 2п—т 2т 4п-—т 4и--т би — т ит | 
2 2 2 ру? АН Ча бя . д» 
со И" — —т п-т Зп—т Зп-т пт б-т 


2% п 73 83% зп 5% 5% ит. 4. 
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Подставим и — т вместо т; так как 


зп. — с п сз @ т — 5 
2% 2% 2х. ан. ? 
то получатся такие выражения: 
с м зы, мы нм ара, 
ур и, м и И. и т. д 


. тк 
'185. Так как для. синуса и косинуса угла 5» Имеются по два выражения, то, 


составив их отношение, поделив одно на другое, получим 


а 
-=- 
© 
© 
сл 
© 
= 
3 


и, следовательно, 


п 2.2.4.4.6.6.8-8.10.10.12-12-ит. д. . 
3.6.5.1.1.5.9.11-11.13 ит. д. { 


это есть выражение окружности круга, найденное Валлисом в АтиБтейса шАп ога [39]. 
При помощи первого выражения для синуса можно вывести бесчисленные подобные 
выражения; из него вытекает, что 


п_ 0. 2% 2% 4п 4% би 
2 от 2 т—фЩт эт 4т—м т бпт ‘ИТ. д. 
При т —1 это дает формулу Валлиса. Если же ^ А то, так как зп. 
7 ° я 2,’ 4 у?’ 
получится 
д.4. 4.8 8 12.12 16 16 
оз ОИ: ЗАК ЗИК ОВ ВЕ ОИК ЗБ: ВИТ 
И 1 1 1 
Если =, 10, так ка тт =->, получится 
< _ 3.6 6 12 12 18 18 м ит 
оздае: ЗВ О ТЕТЕ ЗВ т ИР ив 


Деля выражение Валлиса на выражение, соответствующее —- =>, получим 


У — 2:2.6-6-10-10-14.14.18-18-ит. д. 
—_1.3.5.1:9.11.13715.11.19. ит.д. ° 


186. Так как тангенс всякого угла равен синусу, деленному на косинус, то и 
Тангенс также может быть выражен при помощи таких бесконечных множителей. 


112 ГЛАВА 


—ы 


Если первое выражение синуса разделить на второе выражение косинуса, то 
получим 


тт т 21п—т 2т%-т 4п—т 4п-т 

в и то пт ‘бт Зи о шит. д. 
тс _п—т ят 39—т Зи-т 5—т 

0 и. = т о ЭиЩт Эт 4 т тт итд 


себ тт п т Зп зп Ба 5% ит 
и пЩщт пт Шт ит бит бт. . Д., 
тт у % Зи Зп 5% 5п 
созес чары —— — . —.———ы. о =БбШщШ———бааь о очомииирниничениныени» наооириииеиириинныймь — ) спопиииииииирририиаинни» ® И т. Д. 


2% т 2п—Шт эт-т 4—т “Чит би—т 


Если сопоставить другие формулы для синусов и косинусов, то получитея 


то тот 1(2и—т) 3З(2т-т) 3(т—т). 
Зи 5 ‘ит’ Эт) ‘(и —м) ^4(въ м) И т > 


тт п пфт 1(®-т) 3(30—т) 3(3т-фт) 
6 2, т 2 (2% — т) "2 (@- т) 4 (4® — т) 


тт 2 ГИ 2 2% 4% 47 
—_— Фе — о д —— ——о ® 

565 ря к пт п-т 3Зп—т “Зи быт ‘И Т д. 
о от Што 4—4 т. 


187. Если вместо т написать Ё м подобным же образом определить синус и ко- 


| 
синус угла», а затем эти выражения разделить на предыдущие, то получатся такие 


формулы: 


2 т 20—т 2-т 4— 41 тт ит 
к К м—К 2-Е 4—Е 4-Е `^ 
вщ — 

2% 

} т 

Рю т п —т 2% фт п-т Пт т. д 
= ПШ пк 3 зп 5—Е т 

2 5 

тт 
05, пт пи Шт т мт, д 

т пЩк ПЕ 38—В ЗЕ Ш _— 
с08 =— 

2п 

у" 

6 им ит 3-м Зят бит ит д 
— т Е ‘Ш й 21-Е 4п^Е 40-Е | 
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=» 


К 2 
Еслизвзять вместо 5% какой-нибудь из углов, синус и косинус которого известнн, то можно 


тк 
будет при помощи их определить синус и косинуе какого-либо другого угла эр ° 


188. Обратно, значения выражений, состоящих из бесконечного количества мно- 
жителей, могут быть выражены или посредством длины окружности, или при помощи 
синусов и косинусов данных углов; это немаловажно, потому. что даже теперь не из- 
вестны другие способы, посредством которых могли бы быть выражены значения таких 
бесконечных произведений. Впрочем, выражения эти мало полезны как для получения 
т 


приближенного значения т, так и для нахождения синусов и косинусов углов т . Хотя 


6-96 -н+» 


[40] нетрудно перемножить между собой, представляя их в виде десятичных дробей, 
однако пришлось бы принять во внимание слишком много членов, если бы мы захо- 
тели найти значение т © точностью до десяти только знаков. 


эти множители 


189. Главное применение этих, хотя и бесконечных, выражений заключается 
/ 
в нахождении логарифмов; польза множителей в этом деле столь велика, что без них 
вычисление логарифмов является весьма трудным. Нрежде всего так как 


(1—1) -Ю ал 


то, логарифмируя, получим 


==и-И1 9-1 (1 На) + и т. д. 


== —1(1—4)—1(1 в) —1(1—)— итд, 


берутся ли логарифмы обыкновенные или гиперболические. Но так как по гиперболи- 
ческим логарифмам легко находятся обыкновенные, то мы применим ‘указанный заме- 
чательный способ в нахождению гиперболического `логарифма числа т. 


ИЛИ 


190. Так как при гиперболических логарифмах 


ин 23. 2 
1—2) = 2—5 5 тб игд, 
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55 9.55 8.058 д.5 ИТД, 
Е 1 
49 2.4% 3.4% 4.4% Ш ТГД 
ит. д. 


В этих бесконечных по числу рядах по вертикалям получаются те самые ряды, суммы 
которых мы нашли выше; если, для краткоети, положить 


1 1 1 1 
АР фРетиятд, 
1 1 1 1 
Витя Рим РГятитд, 
1 1 1 1 
С=1- вт Рв Ри ит.д, 


1 1 1 1 
Хы Рута аж Рятд 
и т. д., 
то 
1 1 1 


Приближенные значения найденных выше сумм будут 


А =1,23370 05501 36169 82735 431, 
В == 1,01467 80316 04192 05454 695, 
С = 1,00144 70766 40942 12190 647, 
р ==1,00015 51790 25296 11930 298, 
Е == 1,00001 70413 63044 82548 818, 
ЕР == 1.00000 18858 48583 11957 590, 
С == 1,00000 02092 40549 21150 010, 
Н == 1,00000 00239 37157 37915 610, 
1 == 1,00000 00025 81437 55665 977, 
К == 1.00000 00002 86807 69745 558, 
Т, — 1.00000 00000 31866 77514 044, 
М == 1,00000 00060 03540 72294 392, 
№ = 1.00000 00000 00393 41246 691, 
О == 1,00000 00000 00043 71244 859, 
Р = 1,00000 00000 00004 85693 682, 
0 = 1,00000 00000 00000 53965 957, 
В == 1,00000 ©0000 00000 05996 217, 
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8 == 1,00000 00000 00000 00666 246, 
Т = 1,00000 00000 00000 00074 027, 
Т= 1,00000 00000 00000 00008 255, 
7 =1 00000 00000 00000 00000 914, 
Х = 1, 00000 00000 00000 00000 102. 


Отеюда путем нетрудного вычисления находим, что гиперболический логарифм числа п 


равен 
1,14472 98858 49400 17414 345; 


если его помножить на 0,43429 и т.д., то получится, что обыкновепный логарифм 


числа г равен 
0,49714 98726 94133 85435 128. 


191. Так как, далее, у нас имеются бесконечные произведения для синуса и ко- 
тт / > 
синуса угла -„ , то мы можем удобно выразить логарифми того и другого. По найден- 


ным выше формулам 
о у и ма 
1608 5 =) а у — ив) — вв) ит.д 


Отсюда прежде всего легко выражаются гиперболические логарифмы, как и раньше, 
посредством весьма быстро сходящихея рядов. Чтобы не перемножать понапрасну бес- 
конечные ряды, оставим первые члены в виде логарифмов; получим 


1915 — Ри — т) 1 2® т) —18—31 


772 па ‘06 778 
— ит Д., 
1672 2. 162м4А 3. 1636 4. 1638 
912 т 776 ‘ 


\ 


778 
— 362 5 . 362 3.8686 4.3648 _ И. 4 Д., 


мы ›5. 642 3.6486 4.6.0 ТД 
ит. д. 


1608 ={(®— т) + 1т®-- т) —1 24. 


т?’ ` ‘ 7пА ‹ 776 ` 9п8 И т 
= вот? " —. ° — —— =— 
Эн 2. 92й В. 9316 4. 9418 . Д., 


— — о — И т. 
25 п? я. 252 4 3 - 253 нб 4.254 п8 д, 


4912 2. 492 па 3 4986 4. 494 8 
и т. ди 
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т й 
192. В этих рядах ветречаются четные степени —› Баждая из которых помно- 


жаетея на один из рядов с найденными выше суммами. Именно, 
шо: == -- 120 —т) -- (2®--т) зв —18 
т? /1 1 1 1 1 
т (#-+ в Е в На К 1-Е и Т. д.) 


пя 1 1 1 1 1 
2пА (+ 6 | 84 | 10+ | 124 7 и т. д.) 
776 1 1 1 1 1 

— в (в -- а К & Те ттт ИТ д.) 
78 1 1 1 1 1 

ая (в Ре Рю итд) 


(Суммы поеледних рядов!) получены выше ($ 190); первые же ряды ?) могут быть 
выведены из этих; однако, чтобы их можно было легче применять, я присоединю сюда 


также и их суммы 3), 
193. Если, для краткости, положим 
рые Ра -и т. д. 
тив итд, 
ЕЕ ии т. д. 
Ее и-я т. д. 


и т. д., 


1) То-есть для 2608 . С. 4. 


у . ТК 
2) То-есть для Г вт 57° С. „Л. 


3) В их окончательном числовом выражении. С. „[.- 
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то для сумы этих рядов будем иметь нриближенные значения 


<=0,41123 35167 12056 60911 810, 
8 = 0,06764 52021 06946 13696 975, 
-{ = 0,01589 59853 43507 01780 804, 
$ = 0,00392 21771 72648 22007 570, 
а = 0,00097 75337 64773 25984 896, 
( =0,00024 42007 04724 92872 273, 
= 0,00006 10388 94539 49332 915, 
9 —0,00001 52590 22251 27271 502, 
+ = 0,00000 38147 11827 44318008, 
* = 0,00000 09536 75226 17534 053, 
= 0,00000 02384 18635 95259 255, 
4%, —0,00000 00596 04643 32881 556, 
х = 0,00000 00149 01161 41589 813, 
Е =0,00000 00037 25290 31233 986, 
о —=0,00000 00009 31322 57548 284, 
< = 0,00000 00002 32830 64370 808, 
р = 0,00000 00000 58207 66091 686, 
<= 0,00000 00000 14551 91522 858, 


° = 0,00000 00000 00909 49470 177, 
% = 0,00000 00000 00227 37367 544, 
х = 0,00000 00000 00056 84341 886, 
$ == 0,00000 00000 00014 21085 472, 
< = 0,00000 00000 00003 55911 368. 
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Остальные суммы Убывают таким образом, что каждая вчетверо меньше иреды- 


джущей 1). 


194. Воспользовавшиеь этими данными, получим 


о зи 1 Иан — т) Кови) — зи --1=—18 


> 


—_ (с —_1\ и ( = )— 
п? 22 2пА в 36 в (1 — 


8 с03 и не т-ночю— 


—% 


716 
(А (В — 1—5 (9 — 


1) над, 


1) —и 


МА 


А. 


д. 


1) То-есть у: =: = ©: = 01:05 = ИТ. Д.=4:1 (где ®, % и т. д. суть суммы, 


следующие за о). С. Л. 


12? Зах. 3250. — Эйлер. 


/ 
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Так как логарифмы [^ и 13 даны, то гитерболический лозарифм синуса угла 
т 
—- 90” будет равен 


фт 2 — т) (2% т) — 31 
— 0,93471 16558 30435 75411 


—"^ .0,16128 35167 12056 60912 
—” .0,00957 26010 53473 06348 
——" .0,00009 03284 47835 67260 
—-”- .0,00000 39817 93162 05502 
—.--0,00000 01942 52954 65197 


— =: 000000 00100 13287 48812 


. 0,00000 00005 34041 35619 
— —.0,00000 00000 29148 59659 
—--_. 0,00000 00000 01617 97980 


. 0,00000 00000 00090 97691 


—-=_.0,00000 0000000005 16828 
--: 0,00000 00000 00000 29608 
— =: 0,00000 00000 00000 01708 


— = *0,00000 00000 00000 00099 


. 0,00000 00000 00000 00006, 


гитерболический же лозарифм косиниуса пела ^^ 90° 6 дет равев 
р п 


1(в— т) а-- т) — 24% 
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—-—_-0,23370 05501 36169 82785 
— ——_.0,00733 90158 02096 02727 
——"__. 0,00048 23588 80314 04064 


— —=_ . 0,00003 879417 56524 02985 
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ла 


9710 
ох 00 


9712 


27114 
ила 


А 
® 


0,00000 34082 72608 96510 


0,00000 03143 08097 18660 


. 0,00000 00298 31502 74450 


—1 = * 0,00000 00029 04644 67239 


— 5 * 0,00000 00002 86826 39518 


. 0,00000 00000 28680 76975 
—= * 0,00000 00000 02896 97956 
—= ‹ 0,00000 00000 00295 06025 
. 0,00000 00000 00080 26250 


. 0,00000 00000 00003 12232 


— —=_- . 0,00000 00000 00000 32380 


—"_. 0,00000 00000 00000 03378 


7138 
-— =. 0,00000 000000 00000 00004. 


ъ 


. 0,00000 00000 00000 00353 


0,00000 00000 00000 00057 


‚ 179 


195. Если эти гиперболические логарифмы синусов и Еосинусов помножить 
на 0.43429 44819 и т. д., то получался их обыкновенные логарифмы, отне еьные к ра- 
диусу, равному единице. Но так как в таблицах логарифм полного синуса!) обычно 
принимается равным 10, то для получения табличных логарифмов синусов и косинусов 
следует после умножения прибавить 10. Отсюда 


> “ , т 
Табличный  лозарифми синуса угла -„- 90” равен 


Ат 1 (2% — т) Кю т) —31т 


1) То-есть синуса 90°. 
на 10. С. 1. 


12* 


р. 


702 
72 


9,59405 98857 02190 
. 0,07002 28266 05902 


тА 
——=. 0,00111 72664 41662 


Стрицательные логарирмы ь таблипах обытно увеличивались 
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_. 0,00003 92291 46454 
—-" . 0,0000 17292 70798 
. 0,00000 00843 62986 
— =. 0,00000 00043 48715 
‚ 0,00000 00002 31931 
. 0,00000 00000 12659 
. 0,00000 00000 00703 


— —- . 0,00000 00000 00046. 


“ т 
Табличный лозарифм восшнуса угла —- 30° равен. 


((и— тит) — 2% 
—- 10,09000 00000.00000 


`. 0,10149 48598 41893 
——. . 0,00818 72940 65451 
—-—. 0,00020 94858 00017 
—-" . 0,00001 68483 48598 


- 0,00000 14801 93987 


‚ 0,00000 01365 02272 
—-_. 0,00000 00129 81715 
"_.0,00000 00012 61471 
—"_. 0,00000 00001 24567 
—"_.0,00000 00000 12456 
"_. 0,00000 00000 01258 
"_. 0,00000 00000 0012 ; 


. 0,00000 00000 00013. 
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‘196. При помощи этих формул могут быть найдены логарифмы синусов и коси- 
нусов любых углов, как гиперболические, так и обыкновенные, хотя бы сами синусы 
и косинусы были не известны. По логарифмам же синусов и косинусов путем простого 
вычитания находятся логарифмы тангенеов, котангенсов, секансов и косекансов, велел- 
ствие чего нет надобности в особых для них формулах. Впрочем, следует заметить, что 
для чисел т, п, пт, п-т ит. д. надо брать гиперболические логарифмы, когда 
ищутся гиперболические логарифмы синусов и/косинусов, и обыкновенные, когда тре- 
буется определить обыкновенные логарифмы при помощи последних формул. Кроме 


7% Ы ` 
того, —— означает отношение данного. угла к прямому; так как синусы углов, больших 
нолупрямого, равны косинусам углов, меньших полупрямого, и наоборот, то дробь 
, У 


| - 1 
не придется принимать большей, чем >; воледетвие этого члены сходятея гораздо бы- 


стрее, так что для поставленной цели достаточно половины их. 


197. Прежде чем покончить с этим вопросом, откроем более удобный, чем дает 
тредыдущая глава, еп0соб нахождения тангенсов и секансов любых углов. Хотя тан- 
генсы и севансы определяются по синусам и косинусам, однако это производится по- 
средством деления, Что слишком затруднительно при таких числах. Правда, мы уже 
выше дали выражение для тангенсов и котангенсов ($ 135), но там нельзя было 
обосновать вывод этих формул, и мы оставили его для настоящей главы. 


тк 


198. Прежде всего мы берем из 8 181 выражение для тангенса угла =. Та 
как 
1 1 1 п тт 
2 — вн 972 — т? -- 5—8 ГИ т. Д. — тп в от ? 
то 


тт 47 п 1 1 1 \ 
8 2п-- и и 972 — 1112 ЗН би Г ит. п. )- 

Затем, так как 
1 п тк 


1 1 1 
— — 972 — 72 и т. д = и — тт 688 п 


72 — 72 472 — т? 


то, написав 2" вместо п, получим 


тт р 4тп 1 1 1 
о ит я (дит Нб-тия Нара и 1. д). 


5 2 тт п 472 — т? 


Развернем эти дроби кроме первых, так как они легко могут быть вычиелены, 
в бесконечные ряды; тогда 


тт 77% 4 4 т 73 т ) 
в Эт — и “= = (= Е зая К 36 ГИ т. д. 
4 [т 1773 тв 
-- к (= 54и8 -- 58 565 тит. д.) 
На ит д.) | 
п \720 и тт О 


ит. Л., 
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— 


с+ тт п 2 77 
бит т 4? — п? 


| > 


ВА | =" = 


5: 


115 
рати ь а) 
7 
—4 (= -Н ав я я-а 68? — и т. `^ 

п, т8 
—= (+ -- зе 843 - зв 865 ая д.) 


ит. д.. 


> 
‹ 


198 15 1). `Из гзвезтного уже нам значения для п находим 


- — 0,31880 ^9°61 83790 6715377675 26745 028724. 


Затем здесь с ’греч” орея те ряды, которые выше мы обозначали буквами А, В, 0, р 
ит. д. Шо, 2, |. би т. д. дачетсв это, получим 


ат. ти 4 т 4 ‚ т 4 
Чи пы "= ГИ кт От 


- 4 
=. (СО т (Р—Ю-и т. д. 
Затем лля когавгенса буде 


дей. 9 тт та 1) т * (1) 
жж тп 472 — т‘ сп п 2 рх В 54 


м 4 1). 
в (л— =) = И Т. д. 


Из этих формул‘и получились выражения, которые мы дали выше ($3 135) для 
тангенса и котангенса; вместе с тем ($ 137) мы показали, каким образом во тазген- 
сам и котангенсам цутем простого сложения и вычитания находятся секансы и косе- 
канвы. При помощи этих правил все таблицы синусов, тангенсов и секансов, а также 
их логарифмов могут быть вычислены гораздо легче, чем это было сделано первыми 
составителями таблиц. 


— 


1) В первом издании 8 198 по ошибке повторен. Чтобы не изменять нумерации всех по- 
следующих параграфов, мы помечаем настоящий параграф номером 198 в. С. Л. 
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199. Выше, в главе второй, уже был изложен метод разложения любой дробпой 
функции на столько частей, сколько простых множитедей имеет ее знаменатель, причем эти 
множители дают знаменателей частных дробей. ‹ теюда ясно, что если у знаменателя 
будут какпе-либо простые мнимые мнсжители, то полученные отеюда дроби будут 
также мнимыми; в этих случаях мало поможет разложение действительной дроби на 
мнимые. Но я показал, что всякую целую функцию, — каксй является знаменатель люсой 
дроби, — сколько бы она ни имела простых мнимых множителей, всегда можно разло- 
жить на дебзетвительные’ двойные, или второго измерения, множители, таким путем 
можно избежаль мнимых количеств при разложении дробей, если мы примем в качестве 
знаменателей частных дробей не простые множители главного знаменателя, а двойные 
’зезствительные. 


М 
$ 200. Пусть дана дробная функция — И из нее выделено по изложенному 


зыше методу столько простых дробей, сколько знаменатель № имеет простых действи- 
тельных множителей. Пусть, вместо мнимых множителей, множителем М№ будет выра- 


жение 
р? — 2рд2 с0$ 2 —- 422?; 


так как при этом надлежит числитель и знаменатель рассматривать в разверяутом 
` < 
виде, то пусть данная дробь будет 


А- Вг-- С2 -- Оз -- А - ит. д. 
(122 — 2042 в03 9 - 422?) (а -- Вг 12? -- 523 -{ =24 |- ит. д.) * 


Пусть теперь 
С -- аг 


р? — 2р92 с08 $ -{- 422 


есть частная дробь, возникающая из знаменателя 73 — 2904г созФ-|- 4222; в ней пере- 
менное г имеет в’ знаменателе два измерения, в числителе оно может иметь одно 
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ве больше; иначе в нем содержалась бы целая функция, которую следует исключить 
в отдельное слагаемое. 


201. Пусть, для краткости, числитель 
А-- Ве-- Се? и т. д. = М, 
а второй множитель знаменателя 


а-|- Ве-- 12? -- ит. д. = 4; 


У 
пусть дробь, которая должна возникнуть из множителя 2 знаменателя, равна >; 


й 
М — 97 — а2й .. 
рай; это выражение должно быть целой функцией 2, 


и вследствие этого необходимо, чтобы 


тогда У = 


АГ — 37 — агй 


делилось на р? — 2р42 08 ©-|- 42?. Если положить 


23 — 2рдг с0зФ-[- 42? == 0, 
т. е. если положить как 


= (05 Ф-| У —1. 515), 


& = В\созо У —1.- 5110), 


Ч . = 


тав и 


то 11—{й— агб исчезнет. Пусть с —/, тогда 
2” =” (0$ из — У —1. зт 5). 


Подстановка этих двух значений для 2 даст два уравнения, откуда можно определить 
обе неизвестные постоянные %( и а. 


202. После этой подстановки уравнение 
М = -+ аг2, 
развернутое в ряд, дает такое уравнение: 
А -- Б/еозо-|- СР? воз 2. -- О] в0$ Зо -- ит. д. 
—= (ВРзто-Р СЁ? зш 20 - Б/3 зш 30 ит. ду —1 
—% («-- ВУ воз ф- 472 с0$ 20 -- 53 с0$ Зо - ит. д.} 
-= 91 (ВР зто-- 172 эт 22-578 зт Зо и т. ду —1 
-На (1 созо | ВГ? с0$ 22 1/8 03 32 и т. д.) 
а (оГ зто -- ВЕ? т 20 -- 1183 эт Зо - и т. ду —1- 
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Если для сокращения вычислений принять 
А -—- Б/ со; $ -- СЕ? 605 2 -- ПГЗ в05 32 -- и т. д. =ФЗ, 
ВГ зто-|- СГ? зт2о-|- РЗ эт 3е-|- ит. д.=р, 
«| ВГ с0зФ 11/2 с0$ 20 -- 813 в03 Зе ит. д.=8, 
ВР зто-|- 41? т 2Ф-- 6/3 зш-ЗФ-- и 
аР 603 Ф-- ВР? с0$ 22 -- 473 с0$ 32 и 
афзто-- ВЕ? т 2% -- 4Ё3 эт 3 - ит. д. =, 


9 в 

Н 
|| 
3 э 


то при этих обозначениях будет 
Вр УИ—1 = 05 == У —1 а = У —1. 
203. Беледствие двойственности знаков получаются такие два уравнения: 
В = 35 -- а, 
р = а- ат, 


из которых неизвестные 3{ и а определяются так: 


х— 2—5 и са 


ох — Я Я ° 


'Гавим образом, если дана дробь 
М 


(12° — 2р42 с08 ®-{ 4227) 21 
то возникающая из нее частная дробь 


_ ЭГ -- а2 - 
22 — 2942 в08 Ф-{ 42? 


определится следующим образом. Полагаем { —-9 и пусть 


при 2” ={” с0$ и> М ==, 


‚.2==Р’ Зи М ==, 
‚ 2==[" 008 пФ И ==>, 
„› 2" ==” пи =, 
„› 2==[” 0572 гй = Я. 
„ а’ ==[” шо 2й==т. 


Когда таким образом найдены значения 3, 5), 5, у, 4, т, то получаем 
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ПРИМЕР 1 


Пусть дана дробная функция 
22 . 
надо определить ее часть, возникающую от множителя 1 —2-|-2? знаменателя; пусть 
это будет , 
9 -- аг 
1—2 2? ° 


Прежде всего сравнение этого множителя се общим выражением 


2? — 2раг с0зо-- 472? 
дает 


| = - 


р=1, 4=1 и 6039=—, 
откуда, 
оп“ 
< == 60 = 5 
Поэтому, ввиду тго, что, 


\ 
М=2?, й=1-- г и [= 
будей иметь 


9 1 Уз 
Вт, р. 
4т 1 и з 
> =1-- 605 =, Ч =— — 5 › 
Я = со вов = 1, $ =0. 


Этеюда паходим 
= —1 и а=0, 


вследствие чего искомая дробь будет 
—1 
1— 2-22? ? 
а ее дополнением будет 


Та 2 
1 = ? 


\ 
знаменатель 1-2 имеет множители 


пе 9-2 п 1—2 У 2-2, 


ьа 


поэтому разложение можно начать снова; получим $ = 
а во втором [=--1. 


и в первом случае {= — 1, 


| а 
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ПРИМЕР 2 


Цуеть, в самом деле, требуется разложить дробь 


1+ 2-| 22 
а--2 У 2+ 22) а—2У2+2)° 


Имеем 
М =1--е-- 27, 
и для первого множителя будет 
р= — 1, = п й=1—еУ 2-22; 
отеюда 
д т 2" У 2—1! 
—=1 — 60$ — 60$ — = 
$ Г уз’ 
._ т . 2, У 2—1 
== — ЯП — ШП — = =—— 
ы 4 т 4 У2 ' 


Эл 


у" 
У =1-Н И 2 05 -; -- 6082, 


Эх 


— . узи . 
а=— У 2 зп Ш 5 = 2, 
п — Эд Зл 
Л = — в08,— У 2003 — — 0$ 9 =0, 


. _—.9 ._ 3 то 
= — зш— У 2 — Ш =— 22. 


Из этого находим 
И -— = —4 И 


И 


9—2 а-0; 
27.2 


= 
таким путем из множителя 1--гУ 2-2? знаменателя возникает ‘частная дробь 


(У2-—:1):2723. 
1-2 Уз ’ 


другой ле множитель знаменателя даст подобным образом такую дробь 


(ИЗ+1):2И5 
1—2У 9-2 ‘ 


Итак, заданная вначале функция 
и 


(1—2--.22) (1 - 24) 
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разлагается на такие: 


——1 _ (Уз-Ь:2У8 | (УЗО: УЗ. 


я 1+2 У 2+2 1—2 у 2-2 


ПРИМЕР 3 


Пусть предложено разложить дробь 


Та 2? . р 
(1—=2+ =) а: +32) 


8 
Аля множителя И знаменателя получается дробь 


{ -|- аг 
аи 
при этом 
р=1 9=1, соо, 
откуда 


ре, 1-02 2=-14- 22-1 327. 


° Поскольку здесь отношение углах Е прямому не известно, то синусы и косинусы 
кратных ему углов следует определить особо. Так как 


4 . 3 
089 =>, то ЗШф = =, 


6052 = 5, то 2 =55, 


м, 10 зп Зо; 


6058? — 155, Р— 155} 


отеюда 


4 Ч 42 
-|- 


3 24 _ 64 

= 5 85 
_ 4.71 8 
= 1-2. 3-55 =, 
__ 3 54 _ 102 
4— 25 ТЗ: 55 = 55, 


— 4 Ра. 4 88 
2 25 5 125 195’ 
- 


\ 
о`24 | о. 117 666 
55 1955 195, 
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\ 


п вследствие этого 


58400 9136 
д — 97 — 25.155 — 125 ° 


Значит, 
1836 _ 153 _ 540 45 


Я = 186 — 18° ^^ 9186 18° 


р 5 
Поэтому возникающая из множителя 1 —= 2-2? дробь будет 


9 (11 
аа 


52): 178 


Найдем подобным образом дробъ, соответствующую другому множителю; имеем 


значит, 
1 3 
м, М =1- 92-2 и И—=1—— 2-62 
=, + 22+ 2+ 
Так ках 
мур м 
1/5 
6052 = — =, ао, 
5 У? 
60$ 3? = — —, 8 39 = — 
ы 3 Уз зуз’ 
то, следовательно, 
о 1 1 о 
= Уз Уз Г 3 9’ 
р = —_ 2.2 Е. У8 —__ 41] 2 
3 Уз 3 3“ 9 ’ 
8 1 1—1. 64 
5 =1 Ща = 
Уз УТ 3 45 ’ 
И: ‚Уз 1. 22 _ 34 У2 
1 БУ Уз 3 3 45 
д 1. 8..4 
Уз Уз 5:3 3 Уз зУз 135’ 
:_ —_ 1.88 28 т, У _ 8 
Уз Уз 5.3 3” ЗУ3 ЗУё 135 
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значит, 
712 У? 

О — ая == — пауз ; 

стало быть, 
и— 1008 (540 _ 185 

112 118’ 712 1118° 

Итак, заданная дробь 
1-Е 22- 22 


(152+) (1-22 32) 


разлагается на частные дроби: 


9(17—52г):173 / 5(5-- 27а :118 
и] > о ® 


204. Значения букв Я и т могут быть определены `°по. буквам Зи 9. Так как 


ХХ =а-|- В/ с0зо- 1/2 60$ 22 -- 63 е0$ 32-1 и т. д. 


а —= ВРзто-Р 172 чт 20 83 эт 39 ит. д., 

то 

№ с05Ф —а зто -==а с05% --- ВГ 00$ 2% -|-- 1{[?2 е0$ Зо -- ит. д., 
и, значит, | 

| Я = С 05 — а $19). 

Далее, | 
| А зшФ-- 1 008% =а зто -|- В/ т 2 -[- 472 5 Зо ит. д., 
и, значи", 


= (О зто -Ра с08 9); 
отсюда, далее, получаем 


3 — а) = (502 4- 42) фзшо, 
Вх — р = (Ро -Е ря) Г эпо-[ (9 — р^%) 7 с035, 


и, следовательно, 


9 — 2-Е Ра -- 9—2. 089 
— фе ( ЗФ эту’ 


—_ в _ 
(Р-Н 9?) 51 Ф° 


а 


Итак, из множителя 12 — 2рдг с0$®-|- 422? знаменателя возникает частная дробь 


й 


(В -- ра) 1 эт | (Ва — 552) ({ вовф— 2) 
(23 — Эр42 сов $ Е 422%) (5? - 9) Рзш 
или, так как = а , 


(Во -- ра) р эшх-- (24 — $22) (р с0з $ — 42). 
(22 — 2042 воз ф-|- 42?) (528 -- 92) р эф = 
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— 


205. Вот какая дробь возникает из множителя |? — 2рдг с0зо-| 4°2? знамена- 
теля данной функции 


И . 
(22 — 2992 воз ф-{ 422?) д ? 


при этом буквы 3, р, 5) и 4 нахотятся из функций М и & следующим образом: 
п 2” 


пусть при подстановЕке 2 — РО 60$ #7 
М=»} и. й=>\, 
. п р". 
а при подстановке # — 9 по 


М =р и =, 


{ричем следует заметить, что перед этой подстановкой функции М и & должны быть, 
развернуты, чтобы они имели такой вид: 


'М=А-- В.--022- ОР - Ег4-Р ит. д., 
`Ё-=а —- Вг г? —- 623 -г24 | ит. д.; 


тогда ввиду сказанного 


$ = АО 00522 Р 8; 083 и т. д., 


_9 


р = Вто 0 ит 2--Р 


ка 


т Зо ит. д., 
х 
в. . 
У =а -- 32 совет 25 008 22 -- Ва 60339 -- и т. д., 
2. д. 
4 == ото -Нт и 20-8 а 5 30 -- ит.д. 


206. Из предыдущего понятно, что это решение не будет иметь места, если 
Фуесция 5 будет заключаль в себе еще такой же множитель р? — 2р42 с05®-- 472?; 
в 310м случте при подетановке 


2" = |” (е03 2 — У —1 15) 
в травнение 


М =УИ--агй 


количество 2 исчезнет, и поэтому нельзя’ будет сделать никакого вывода. Вследствие 
М 
этого, когда, знаменатель дробной функции -- содержит множитель (?—2раг в05 Ф-- 4222)? 


или более высокую стенень, то являетея  обхбхимооть в 06обом способе решения. Итак, 
пусть 


М — (12? — 2раг созф-|- 422?) 2 
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и пусть из множителя (12 — 2р4г с0зо -| 4227)? знаменателя возникнут две частных 
дроби: 
5[ --- а2 


ЗБ 
(22 — 2ра2 воз ф -|- 9222)? 


5? — 2892 с08 $ - 422? ° 


= 


причем надо определить постоянные буквы 9%, а, %, 6. 


207. При, этих допущениях выражение 


М2 — 882) 2 — ре сове -- ФИ) 
(22 — 2042 соз Ф -[ 92г?}? 


должно быть целой функцией, и, значит, числитель должен делиться на знаменатель. 
Прежде всего выражение 
М— 92 — агй 


‚должно делиться на 72? — 2рдг в0$ © -+ 4222; так как это будет предыдущий случай, 
то буквы Зи а определятся таким же образом, как и выше. 
м 
Пусть при 2" = т 608 по будет. 
М = и б=* 
в 
а при 2” = я ших будет . 


И=ъур я 7= 


Тогда согласно указанному выше правилу будем иметь 


| Е -- ри п — 59 ‚ 608$ 
Ч = 92 - и? —- уе и? ‘эшо’ 


_ — Жи) 9 
—_ 2 - и? фто” 


203. Когда таким образом найдены % и а, то 


М — (%- а) 2 
2? — 242 с08 ф-| 422? 


‘будет целой функцией, которая пусть будет равна Р; при этом, как п прежде 


Р- 3й— 5:27 


будет делиться‘ на 12 — 242 с03Ф-|- 9222; это выражение будет сходно с предыдущим, 
если 


п ` 
при 2” = чт 03 по положим Р=\ 
и 
2 
при 2“=2Р, зши>2 положим Р=т; 
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получится . 
УЕ - ти! Хи—5% ово 
3 = Зе Г враз “пр 
Ь — — Ми 5% а 


и? рвто’ 


209. Отсюда уже можно вывести общее заключение, как нала поступать, когда 
и И 
знаменатель данной фунеции > будет иметь множитель 


(р? — 2042 созоФ-Ё 922?)". 


Пусть 
М == (р? — 2рдг созф-|- 4227)" 2, 


т. е. надо разложить дробную функцию 
М 
(22 — 2раг созф + 4222) 2` 
Положим, что множитель (р? — 2рдг в0зФ-|- 422?)° знаменателя даст такие части: 


о Я к 
(р? —Эраг воз ф -- 42?) ‘ (р’ — рае е08 9-9“ 


© с= $ -{- 52 


орз ИТД: 
я — 2742 сов ф -- 49°" Г (2?— 2рагвовф 1 4?) 8 *` г 
тогда, если | 
з 
при ны будет М=%№ и 7=% 
И 


® 
при "= т ЗИФ будет М=ш‘'я =, 


то будем иметь 
9 — ЗЕ ши , Зи м. у . 595$. 


2 - и? и? ^ вщ М 
а—= ии 9 _ 
2 -|- и? р ыпф” 
Положим затем __ 
И— (9-0) р 
2? — 2ра2 сов ф-|- 422? ’ 
‚и пусть 
п 
при 2” == т 0522 будет Р=ф 
М ` 
2" <; 
при 2” = 7 т тр будет Р—=у: 
тогда 


= ЗАРИ , Ри, 608$. 5 — -- №8259 _ 9 


2 - и? 982 - и? вт? +5 рялг” 


13 Заю 3250. — Эйлер. 
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Позох положЕм 


2—8) 0 
22 — Эраг соз у -- 4222 
5 пусть 
й® 
при‘ 2” = 608? будет О=5\ 
Е. 
® 
при 2” = т зто будет О9=а; 
зогда 


О -Най, Хи— а ‚ 608$ 
в = У - и? -^ Эви Уи? зшо?’ 


— — Фи На». 4 
Уи рэпу’ 


Положим, далее 


9— (6 - с) 2 —Р 
12 — Эраг воз $ - 92° <” 


хз пусть 
при 2” = ги 0572 будет В=%Я 
и 
| при 2” = 2; тие будет. А =х; 
тогда 


ЗЕ ти Хи — 5% ‚ ©08 $ 
$) — 
© = 92 - и? тэ У - и? `вшф’ 


фи рту’ 


Гав надо поступать до тех пор, пока не будет определен чиблитель последней дрозн,, 
у которой знаменатель есть 1? — 2рдг возо-+ 2272. 


ПРИМЕР 
Пусть дана дробная функция 
2 — 23 
ЧА)». 
у которой из множителя (1-[- 27)* знаменателя возникают такие частные дроби: 


Г а2 3 --5= я бе ФО -НЬз 
ая Гая» Гая Рае 


При сопоставлении с общей формой получится 


р ар 2-0 ами т, 
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далее, 
М=2—2 в й=1щ2=; 
отеюда 
ЗУ =0, н=2, Ж=2, и=0О и зто= 
Итак, находим 


=—4.0=0 и @в=1; 
значит, 
У--аг =, 
отеюда 
#—- 23 — 2 — 85 
— 23 
Р= Пим 2 
И 
В =0, р=1, 


откуда находим 


Следовательно, 
ЗН Бе = —2 
Г 
1 1 
— в 55 
8—5 1 
Аа 23 
1-- 22 2 2`? 
отсюда 
2 =0 и 9=0, 
следовательно, 
6—0 и с—=0. 
Поэтому 
1 
К ол, 
—_ 1-1 22 2 ^? 
значит, 
1 
Я =0 и Т— 5) 
откуда 
— С 
Х=0 и = т. 


Таким образом искомые дроби будут 


8 # 
—_—_—_—_ 


|-. 
П- 22)4 "211 2 4а-т 2) 


Числитель же оставшейся дроби 


# 
__ В— (®Ф- 522 [1 13 
был = че, 
ноэтому она будет равна 
—2-1- 23 
4 (1 =) ° 


13* 
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210. Этот метод одновременно доставляет также дополнительную дробь, которая 
вместе с найденными составляет всю данную. В самом деле, если у дроби 


М ’ 
(р? — Эрдг соз 9 | 9222)" 7 


найдены все частные дроби, получающиееся из множителя (р? — 2рдг созф-| 922?)\, 
и для них составлены значения функций Р, ©, В, ©, Т, то при дальнейшем продол- 
жении ряда этих букв та из них, которая следует за последней для определения чиели- 
телей, и будет числителем оставшейся дроби со знаменателем 27; именно, если 


Р ` 
& —=1, то оставшаяся дробь будет =; если Е = 2, то оставшаяся дробь будет 3; если 


в в `` . 
& =3, то она будет >, ит. д. Когда эта оставшаяся дробь с0 знаменателем 2 най- 


дена, то она может быть разложева дальше по указанным правилам. 


ГЛАВА ХШ 
О РЕКУРРЕНТНЫХ РЯДАХ 


211. Е рядам этого рода, которые Моавр обычно называет рекуррентными [41], 
я отношу здесь все ряды, возникающие из развертывания какой-либо дробной фувкцви 
тутем фактического деления. Выше мы уже показали, что эти ряды построены тах, что 
любой член определяетея по нескольким предыдущим согласно некоторому постоянному 
закону, зависящему от знаменателя дробной функции. Так как я теперь изложил уже 
разложение любой дробной функции на другие, более простые, то отсюда рекуррентный 
ряд также разложится на другие, более простые. В этой главе излагается разложение 
рекуррентных рядов любой степени на более простые. 


212. Пусть задана правильная дробная функция 


а— Ь2 -| с2? | а23 + ит. д. 
1 — аг — 82? — 423 — 0624 — ит. д.? 


которая путем деления развертывается в рекуррентный ряд 
А-- Вг-- С22-- Ог3-- Е4-- Е -- ит. д.; 


выше показано, как образуются его коэфициенты. Если эту дробную функцию разложить 
на ее простые дроби, и каждую из них развернуть в рекуррентный ряд, то ясно, чт 
сумма всех этих рядов, возникших из частных дробей, должна быть равна рекуррент- 
ному ряду 


А -|- Вг-- С? Огз-|- Е -- Её -- ит. д. 


Таким образом частные дроби, путь нахождения которых указан выше, дадут частные 
ряды, свойства коих вследетвие их простоты легко усмотреть; все же эти частные 
ряды вместе образуют данный рекуррентный ряд; отсюда и его природа ‘будет изучена 
глубже. 
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213. Пуеть рекуррентные. ряды, возникшие из отдельных частных дробей, будут 
а--52 с? |428 --е=“ -- ит. д., 
аа с’? | а’28 --е’=“ -- ит. д., 
а’ 6” а 6"? -- 423 е’2* -- ит. д., 


а бес” На’ -Не”г4-- И т. д. 
| ит. д. 
Так как эти ряды, вместе взятые, должны равняться 


А-Р Вг-|- (22+ 028 Еж ит. д., 
то необходимо, чтобы. было | 
А=а-а-а’ а’ -- ит. д., 
В Чы+ 4 ит. д. 
Сыете-не-е" ит. Д., 
аа а”-Та" + ит.д 


и Т. д. 


п 


Таким образом, если мы можем определить коэфициенты степени 2 
возникших из частных дробей, то сумма этих коэфициентов даст коэфициент степени 2 


в рекуррентном ряде А Вг+-С?-- Оз-- ит. д. 


в отдельных рядах, 


® 


214. Здесь может возникнуть такое сомнение. Если два ряда между собою равны, 
А-- Ве- С? -- О.3-- ит. д. = 2 622--%.:3— ит.д. 


то следует ли отсюда неизбежно равенство между собой коэфициентов одинаковых сте- 
пеней 2; т. е. будет ги А=%, В=3, С =б, О=» и т. д. Это сомнение легко 
устракится, если мы примем во внимание, что это равенство должно существоваль, 
какое бы значение ни получило переменное 2. Если 2==0, то ясно, что А =. Отняв 
от обеих частей эти’ равные члены и разделив оставшееся уравнение на 2, получим 


В О2-- О? ит. д. = 62 7-- ит. д,, 


откуда следует В=%; подобным же образом покажем, что С=6, Р=® ит. д. до 
бесконечности [42]. 


215. Итак, рассмотрим ряды, возникающие из частных дробей, на которые разла- 
гается любая данная дробь. Во-первых, ясно, что дробь 


р 
1— р? 


О РЕКУРРЕНТНЫХ РЯДАХ 13% 


даст ряд 
У -- ра -- З(р2г? -- рЗг8 -- ит. д., 


©бщий член которого есть 
9(р”2”; 


это выражение обычно называется общим членом, так как из него путем последовз- 
тельной подстановки вместо ® всех чисел получаются все члены ряда. Затем из дробя 
ЗС 
(1\—р2)* 
возникает ряд 
У -- 22 -- 3%(р?2? -- 430323 -|- и’т. д., 


общий член которого есть 
(6-1) Хр”г". 


_%“ 
(1 — 22)? 


Далее, яз дроби 


получается ряд 
У -- 3 ре -- 6922? -- 100328 ит. д., 


общий член которого есть 
(т -|--1) (п 2) ой т. 
12 122; 


и вообще дробь 
9 
{1— 22)" 
ласт ряд 


ре О ур РО р пт 


обигий член которого есть 


(1) (#2) (3)... @-Е—1) 


1.2.3...&—1) р’г”. 


Из самого образования ряда вытекает, что этот член равен 


(+1) (+2)... (пб Пу па. 
_- 1.2.3... Чрг; 


это выражение равно предыдущему, так как, по исключении знамепателей, озу 


1.2.3...п®-Н1...@®-Е—1=1.2.3...&—Т) В... В п— 1), 


зто представляет тождество. 
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Ноль ола т ьачььнь 


216. Всякий раз, когда при разложении дробных функций приходим к частным 


дробям вида можно определить общий член рекуррентного ряда 


6) 
(1. — ра” 


А Вг-1 02-4 рез -|- ит. д., 


полученного из этой дробной ‘функции; он будет представлять сумму общих членов 
рядов, которые возникают из частных дробей. 


ПРИМЕР 1 


Найти общий член рекуррентиого ряда, получающегоея из дроби а 


Проиеходящий отсюда ряд есть 


1-- 02-1 22-1 228-| 624 1025-|- 2226-4271 8628 ит. д. 


Для нахождения коэфициента общей степени 2” разложим дробь 


1—2 
1—&#— 222 
на частные дроби: 
2 1 


8 Е 
ЕЕ КТ} 


отсюда получается искомый общий член 


2 з 1 з п 22 п 
|3 -( 5 "|= З я › 


где зпак илюс имеет место при л четном, а знак минус — при п нечетном. 


ПРИМЕР 2 


Найти общий член рекуррентного ряда, возникающего. из дроби 


ЕЛИ 
1—52- 6:2? 
т. е. ряда | 
1--42-- 1422-14628 -|- 14624 —- 45425 |- ит. д. 


Так как знаменатель равен (1 — 22) (1 — 32), то эта дробь разлагается на част- 
кые дроби: 
—1 2 
Ш Рав, 
из которых получается общий член 


2. 372” — 07" — (0. 83" — 0”) 2". 
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ПРИМЕР 3 
Найти общий член ряда 


1 -- 3=-- 42? -|- 723 -- 1124 - 1825 2926 -|- 477-- ит. д., 


получаемого при развертывании дроби 


1-- 22 


1 — 2—2? ° 


Так как множители знаменателя суть 


1 — 1+ У5 2 и 1 1— У5 8, 
2 2 
то при разложении получается 
1-75 1—5 
2 2 
— 
2 2 
/ 


откуда общим членом будет 


Найти общий член ряда 
а*- (ва -- 5) 2-- (за -- 98 -|- Ва) 2 -- (аЗа-- 986 -- 28а | В) 28-- ит.д. 


получаемого при развертывании дроби 
а-- 2 
1 — “2 — В2? * 


Путем разложения получаются такие две дроби: 


Ре Уж) +3] :2 Уж, (ужа: ужа 
РУ 48 р 12—48 2 
2. 2 


> 


отсюда общий член будет 


а(Уе--4в---2». Е + 

2 У 48 2 
[ау 9 — . (== У 22-48 = 
2 Уа2-— 43 2 | 
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Согласно этому примеру легко могут быть опрелелены общие члены всех рекуррентных 
рядов, у которых каждый член определяется по двум предыдущим. 


ПРИМЕР 65 
Найти общий член ряда 


1 Не-- 2=-- 228 | За 325 46-4 и Т. д., 


получающегося из дроби 


1 1 
12-й (1—2) (1д’ 


Конечно, закон последовательности ясен с первого взгляда и Не нуждается 
в пояенении. Дроби 
РЕ О: 
‚2 4 4 
при разложении дадут такой общий член: 


5@-Ро ро" = ЕЕ, 


где имеет место верхний знак, когда п есть число четное, п ВижнНий, когда п — не- 
четное. 


217. Этим путем могут быть получены общие члены всех рекуррентных рядов, 
так как все дроби можно разложить на простые‘ частные дроби этого рода. Еели мы 
пожелаем избежать мнимых выражений, то часто будут получаться такие частные дроби: 


У -- Эрё __ 9 -- Зр: %-- Зрг 
1-— Эргсозф -- 22? ° (1 — Эрг с08ф - 922?) `` `° (1 — Эр с08 9 + 02) › 


поэтому надо посмотреть, какие ряды получаются в результате пх развертывания. 
Прежде взего, так кав 


608 #2 == 2 60$ 2 60$ (п — 1) > — 60$ (п — 2) 5, 


то развертывание дроби 


р 
1 — 2: воз Ф -- р 
паст 
Г -- 22 в08 © -|- 23227 003 22 -|-- 21323605 32 + 2424 605 40-!- ит. д. 
—= 30?” Е 2323 с08о -- 2421 со59> | ит. д. 
= 4  - итд 
и т. д. 


®бщий член этого ряда обнаруживается не так легко. 
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218. Чтобы достигнуть этой цели, рассмотрим два таких ряда; 
Ррг зто-| Рр?2? зш 20 -- Рузгз эт Зо | Рр*24 зто ит. Д., 
О-- Орг созо | Орг? 03.20 | 010323 воз 3% -- Орг с03 40 + ит. д.; 


оба они получаются путем развертывания дроби со знаменателем 


1 — 2рг со; © | р?г. 
Первый получается из дроби 
Ррг зт $ 

1 — 202 воз. ф -{ 2222? 

второй же из дроби 
@— 922603 9 

1 — ирг созф -{ 2222 ° 

Сложим эти две дроби; при этом сумма 


О -+- Рог зш ф —" Ор с03о 


——_———- 


1 — 222 с03 х -{ р?22 


даст ряд, общим членом которого будет 


(Ряшир-[ © с0; п2) "г". 
Приравняв эту дробь данной 


У -- Зр= 
1 — 2/2 в08 $ + р?22 


получим 
9=% и Р=\ово-- 3 созес >. 


Таким образом общим членом ряда, полученного из дроби 


У -- Зрг 
1 — 202 с08 ® -- р?2? 
будет 


3 605 © зи из -- В зш иф -- Ушу с08 И? пл _ эт (и 1) 9-- В зи? пп 
5ш 9 ” Ре = 31 9 р. 
: < 
219. Для нахождения общего`члену в том случае, когда знаменатель дроби будет 
степенью, вил& 


(1 — Эре воза -- 5), 


следует разложить эту дробь на две, логя и мнимые: 


|) |1) 
[1 — (созз-+ У — 1. за) р:]" и [1 — (с0зф— У —Т.зщте) 62] * ° 
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Общий член ряда, полученного из них, вместе взятых, будет 


(%- 1) ®-2)®-3)...п-&— 1) и, пп 
9.8 о (с05 о - У —1:- 3195) ар"г”" 


Е — —1) п 


Пусть 
а--о =, а, 
так что 
ГУ 1+9 ГУ —1--9 
— р = н 
| у о 2—1’ 
тогда выражение 
(и--1)( 2) (п 3)... &—1 пт 
я с0; %® --- 9 тиф) р’г 


будет общим членом ряда, получающегося из дробей 


2 Тэу т. о У” 
[1 — (2089-Е И —1- тр [1— (©089—У —1- чз) р” 


или получающегося из одной дроби 


К (Е ® (®— — 
Г— КГрг со ф-- С и) [0222 соз 2$ — ее [0323 сов 3$ + ит. д. 
| , 
: Е (Е — —1) #— 
-- 0р2 зш $ пы 9р?2? вт 2% -- Ре 9323 эт 3$ — ит. д. 


(1 — 2рг.с08  - р22?)*. 
220. Поэтому, если положить # =2,/ то общим членом ряда, полученного из дроби 


Г— 292 Г оову учи 9) Е’? 008 29—98 22) 
(1 — 2рг созо -- 0222) 


будет 
(п-- 1) ((с0$ по -- узт по) "г". " 


Но общий член ряда, получающеговя из дроби 


а 
1— 2208$ | 228 


ИЛИ 
а— 2арг созф -- а? 
(1 — Вра с0$ ф -|- 0222)? 
тавен 


авт (®-- 1)$ п 2". 
вп Ф р* 
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Сложим эти дроби, и пусть 


а--1=%, 


24 соо -|-- 2[е08 © — Зазто == — 


И 
| а-- [е0$ 20 — ут 2% == 0; 
тогда будет 
__ № -Н 24 3089 
2819 


3) 


я — С -- 3 с0оз9 __ 1 -- 3 соз9 
1 — 0529  2(3щ 9) 
г — — 1608 29 —- 0089 
о 2 (310 3)? ? 


__ Ззщх-- Уз 29 
Я— (т ФВ 


Поэтому общий член ряда, полученного из дроби 
-|- Зрг 
(1 —2р2 08 ф -|- р222)}?°. 


будет 8 
вл с08ф _: „ 
ата ЗАО. р" 
-- (в 1) 3 зш фзш мо -- УГ зт 29 зщ о ф 03 7ф — 1 с03 29 соз 2 рт" — 
= — Е 08 (и Зе сов (+ 1) 9] "г" ЕЕ В вов о) ви Пе, 
2 (т 9 Р 5 (1 98 


5 ®-- Эт #509 


ПОР ИНЬ ЗОИОИИИ я п 
—_ 2 ($11 $)3 ^ 2 -- 


5 ®-+2 пи — т изШ (п--2)$ 


2 (311 9) 


Итак, искомым общим членом ряда, получающегося из дроби 


Е Брг 
(1 — 2рг воз ф-{ 2222)? ? 
будет 
(и -- 3) зп (и 1) — (т (”п- 3)Ф рр" © + 2) з1т о — из (и -- 2) $ ра”, 


4 (в1а 9) 4 (310 $3 


221. Пусть Ё =3; общий член ряда, возникающего из дроби 


{ — Зра (Г с05Ф — дз $) -- рт (Г с08 2$ — зщ 29) — 2323 (Р сов 3ф — вт 39), 
(1 — 2рг воз ф - 222?)3 
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будет 


п--1 2 вт 
О (оозто-р узор 2”. 


Затем общий член ряда из дроби 


а —- Эрг 
(1 — ирг сов ф -{-222?)? 
Или ИЗ 
а — 2арг. со0$ $ -- ар?г? 
-- бра — 262? 08 ф -- 6323 
(1 — г соз ф - р222}8 
будет 


(и -- 3) вп (п + — (и-- 1) в и-- 3) ль (и-- 2) зщ иф — пы (п-- 2) вп 
4 (310 $) ар"г" -- 4 (з1п $) р2. 


Сложим эти дроби, и пусть числитель равен %; тогда 


ар ==%, 
3} с08ф — За зто- 2а с08о— 6 =0, 


31 608 22 — Зд шт 2Ф-- а — 25 в0з® = 0 


р — [0$ 3 — дзт 39; 
отсюда 


— 700839 — уви8е — З/ 008 | З95ше 


и 
2 с03 $ 


— 29 (т $) 48 9 —Г— 31 (т 9)". 
Затем находим 
Ё п Бо — Эзш Зо + т. 


9 603 5$ — 2 605 3$ - со. 


а-- = ==29 (511 9) 8 о — 21 (519); 


значит, 
ЖЖ  _ 9зше-— [6089 
2 (вш 9)2 — 608 9 ? 


откуда, наконец, получается | 


‚ИО — 2вп ЗФ —- в 59) 


16 (в1ш ф)5 ? 
__ 4 (с08 $ — 2 воз З$ -{ с0$ 59) 
Я — 16 (п $) 
Так как 
16 (п 2)5 = чт 5 — 5 зт 32-Е 10 зто, 
то 


я — 9 (Эзте — З 1 3$) 
—_ 16 (310 $) 
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| 
фр — С (— зш № + эт 29). 
— 16 (вт $}5 
Но 
З5т о — 5 32 == 4 (31 ®)3, 
значит, 
3% 
— 4 (91 9)?° 


Таким образом общий член будет 


р п" (п По 2 (я Зое (п 5) о 


16 (811 Ф) — 
п.п ПЗ) вт (п-- 1) Ф— (®-- 1) эт (и--3) Ф 
-- р 2 16 (30 — 
4 5) . 2 1 . 
__ бе а т (и НП? — ЕЯ ив) | 
16 (вп 9} | —- (®-- ое --2) эт (® -- 5) Ф. 
222. Итак, общий член ряда, который получается из дроби 
$ -- Зрг 
(1 — 292 воз ф-{ 2222}? 
будет 
Г (#5) (®--4) эт (и-- По—2 т О@5) т (®-- Зе 
ЭТр”е _ | 1.2 1.2 ии 
16 (51 $) | + (п -- о 2) 3 (#5) о 
О С +9) т и? — 2” о тии ы ——_—_ м (и?) о-- - | 
На. { 
16 (т 9)' | ОУ ра +4). | 
Идя еще далее, в качестве общего члена ряда, получающегося из дроби. 
1 -- Зра 
(1 — 2ра в05ф -{ 22224? 
находим | | 
О обоз 
ЕЕ ОВ. @--5)е— А 5 (и-- 9 
_ Зр"2" ^ ое и 2 УЗаны т и — 3% ®-Е0 ® +5) = И и = 5 - т (п-- 2)о - 


| 
\ 
64 (т 97 + О и ибо 


20 


ы 
} 
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Из этих выражений легко пбнять, какие формы общих членов будут последова- 
тельно получаться для дальнейших степеней. Для более глубокого изучения природы 
этих выражений следует заметить, что 

ЗШФ = ЗшоФ, 
4 ($11 $) = ЗзтФ— 5т3%, 
16 (31 <)5 = 103шФ— бзшзо-+  зт5о, 
64 (5319) == 35 зтф — 21 т 3Ф-- 7зт5о — зт7о, 
256 (511 ф)? = 126 шф — 84 зп 3 -|-- 36 зп 5ф — 9 эт 7ф 5 91 95 


ит. д. 


223. Так как этим путем все дробные функции можно: разложить на действитель- 
ные частные дроби, то вместе с тем общие члены всех рекуррентных рядов могут 
быть представлены действительными выражениями. Для большей наглядности прила- 
хаются нижеследующие примеры. 


ПРИМЕР 1 
Из дроби 
1 __ 1 
(1—2 (1— 22) (1—2) 1—2 ПА 


толучается рекуррентный ряд 
12-Е 222 323 - 424 -|- 525 -- 726 -- 821-Р 1028 1229-|- ит. д. 


Требуется найти общий его член. 
Данная дробь, после разложения на множители, дет | равна 


1 . 
(1—2 аа аа)’ 
она разлагается на дроби: 


2-2 
в Ня о а-я. -- 2 )тэатеря у 


Первая из них т дает общий член 


6 (1 
ре 1 2 
1.2 6 12 
вторая —_ 1 ‚дает 
РЯ чи— 2 7 
п 1 ъ 
4 9%’ 
третья 25 ва—9 Дает 
М „п, 
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1 
четвертая ———— дает 
рта" зата ^ 
х ([—1)"="; 
р) В *› 
пятая 2 при сравнении с формой 


9(1-=-- 22) ? 
У -- Зрг 
1 — 2р2 соз ф -{- р22? 
{$ 218), дает 


— — Шт — 60° м2 —_1 

р=—Ь Ф=3=60,, И=-5 и » 9: 
Отсюда получаетея общий член 
2 ваш (п 1) 9 — тиф (— 1)" =" = 4 т (и) 9—2 ям по (— 1)" = 
9зпе уз 
4 зп тоя 2 31 = 
= (1). 
уз 


Если соединить все эти выражения в одну общую сумму, 10 получится, что искомый 
общий член данного ряда равен 


1 дз РО® ош 


2 
и, 


8 9 уз 


причем имеют место верхние знаки, если и — число четное, и нижние, если и — ве- 
четное. Здесь надо заметить, что когда и будет числом вида 37, то 


4811 
Уз 


- 1 
если п —= 37-1 или я = 3т--2, то это выражение равно —=-5› смотря по тому, будет ли в 


(инт. т 
—8 2311 5 


числом четным или нечетным. Отсюда природу ряда можно представить так: 


если то общий член будет 
п = 6т |0, (15+ 1) =", 
Юбт--1, (55 а-)м”, 
п == 6т -|- 2, (+= -+$)=”, 
п— бт 3, (Ба), 
в бт 4, (3), 
= 6т-15, (В ЕУ-Ь)=“. 
Так, если п =50, то имеем форму п =6т--2, и член ряда будет равен 234.260. 


14 Зак. 3250. — Эйлер. 
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ПРИМЕР 2 
Из дроби 
1 а-| 22 
1—2— 24-42 


получается рекуррентный ряд 
1 22-|- 322 | 323 -- 424 -|- 525 -|- 626 -|- 627 -- 728-- ит. д. 


Нало найти общий его член. 
Данная дробь приводится к форме 


‚ 1-22 
(1— 221 - 2) 4-2)? 


которая разлагается на такие частные дроби: 
3 / 3 1 —1- 2 
4 (1— 2)? -- 8 (1 — 2) 2 8 (1-2) -- 4 (1-Е =?) ` 


| 


3 в 
Первая из них ча—2* 28 общий член 


4 ( 
3 (п = 1) г"; 
3 ® 

вторая 5—5) Дает общий член 
3 п. 
$”? 

етья —_^__ дает 
тр 8 (1 - :) 


и четвертая при сравнении с формой 


412) 


_ 82 
1 — 2рг воз ф + р?2? * 
дает 
у." 1 } 
р=1, 008Ф=0 и 9=ъ, Ча, Та; 


1. ил 1 . м 
[зо БЕ рези 2”. 
Соединив все это вместе, получим, что искомый общий член равен: 


[2 9\ Ти 1: и 1) . пт — 
(физ) 2 ая и |". 
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Отсюда 
если то общий член будет 
п —=4т-- 0, (4®- 1)”, 
в—=4т-11, (+= 4)=", 
3 3 \ п 
в=4т- 2, _ (в): ‚, 
в —=4т-- 3, (=) ”. 


"Гак, если * =50, то будет я =4т--2, и общий член будет равен 39250. 


224. Когла дан рекуррентный ряд, то его общий член найдется по указанным 
правилам, так как легко узнать дробъ, из которой он получается. По закону же рекур- 
рентного ряда, согласно которому любой член определяется по предыдущим, тотчас же 
выясняется знаменатель дроби, а множители его указывают форму общего члена, тогда 
как из числителя определяются лишь его коэфициенты. Пуеть дан рекуррентгый ряд 


А-- Ва -- С2?=- Огз -- Ег4 -- Рё -- и т. д., 


и пусть закон последовалельности этого ряда, по которому любой член определяется 
по нескольким предыдущим, приводит к такому знаменателю дроби: 


1 — “г — 82? — 423, 
так что 
р=оС--ВВ--А, Е==о) ВСВ, Г=зЕ-РВО-НЛС ит. д. 


Множители а, В, -- 1, по выражению Моавра, образуют шкалу отношения [43], 
Таким образом закон последовательности заключается в шкале отношения, & шкала 
отнопения тотчае же дает знаменатель дроби, при развертывании которой получается 
данный рекуррентный ряд. 


225. Для нахождения обшето члена, иначе коэфициента, неопределенной степени 2”, 
надо найти простые или двойные множители знаменателя 1 — 2 — 82? — 23, если хотим 
избежать мнимых. Сначала примем, что множители простые между собой, неравные 

действительные: 


(1 — 72) (1 —492) (1 — 7), 
причем дробь, производящая данный ряд, разложится на 
$ 3 6. 
тг ег 1 — 72? 
тогда общий член ряда будет 


(91” 9” -- би”) г”. 
14* 
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Если два множителя будут равны, например 9 ==р, то общий член будет 


[ин -З) р” -{- 6"] г"; 
если же, сверх того, х=4==р, то общий член будет 
и (и--2 
(* ри Зе - 6) "2" 


[44]. Если же знаменатель 1 — 2 -— 62? — ‘23 будет иметь двойной множитель, так что 
он „равен 


(1 — 12) (1 — 242 возф-- 4227), 
то общий член будет равен 


(р 4 Зе Оз вт иф с") =”. 


11 9 


Если вместо » подставлять последовательно числа 0, 1, 2, то должны получиться 
члены А, В», (22; отсюда определятся значения букв \, 3, 6. 


226. Если. шкала отношения будет двучленной, т. е. каждый член будет опре- 
деляться по двум предыдущим, так что 


С=аВ—ВА, Р=оС— ВВ, Е=о)О—ВС ит. д., 
то ясно, что рекуррентный ряд 


А-Р Ва С РА Е... Р"-- 9 т" -- ит. д. 
получается ИЗ дроби с0 знаменателем 
1 — ог -|- Вг?. 
Пусть множители этого знаменателя будут 


(1—2) (1 — 92); 
тогда, 
р--9=4 и 129=в8 


при этом общий член ряда будет 
(Ир 34”) 2"; 


А=У-З, 


отсюда при п =0 будет 


а при # —=1 
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откуда 


Когла найдены значения 3 и 3, то получится 


тогда 
В?— «АВ ВА? 
928 = в = 
297. Отеюда можно вывести способ образования любого члена по одному только 
предыдущему, в то время как для этой цели по закону последовательности требовались 
два. Так как 
Р= Ур" -- 34” и 9=Ф-р-- 34.9", 
то будет | 
Ра—9=9(а—р)р и Рр^9=3@Ф—91. 


Перемножая эти выражения между собой, получим 
Р2р4 — (р 9) РО -- 9*-- %3 (р— 92774’ = 


р--а=а, р9=8, (р— 9)? =(р-- 9)? — 49 = а? —4В и р" =". 


Но 


Подставляя это, найдем 
ВР? — «РФ -[ ©? == (843 —вАВ-|- В?) В" 


4 —оРО--ВР? (в 
РАВ ВА =}. 


ИЛИ 


Это составляет замечательное свойство таких рекуррентных рядов, у которых любой 
член определяется по двум предыдущим. Если известен какой-либо член Р, то сле- 
дующий будет 


9 аР--И (+2 РР (В —вАВ-В 


выражение это хотя и имеет вид иррациональности, однако всегда рационально, потому 
что иррациональные члены в ряде не ветречаются. 


298. Далее, по каким-либо двум данным смежным членам Р2” и 02""'* можно 
удобным способом найти гораздо более отдаленный член Х2”. Положим 


Х = {Р2-- оРО— № 9С8"". 
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Так как 
Р= р" 84" 
И 
9 =. р" -- 34-4", 
& 


Х = р" 1 За”, 
то получится следующее: 
ЕР? = рт РВ” | 2798" 
9РО = 99 р. р?" + 9374 - 4** | 990Вав" 
— 1988” = — 19088" 
Хх = 9?" -- 342" 


? 


и, значит, 
1 
ГЕ ю =, Г-Г9а=щ ий й=2Г- 99, 
откуда 
_ %—% — 3р — 34 
7— 958 (#ф—9) 308 (р—9)` 
Но 
в— = а ‚ №— =, 
следовательно | 
28—48 1 р АВВ. 
— 9Г% (©? — 48) Я — 91% (2? — 43) 
ИЛИ 
= 2 13 —аБ я __ 2В —1А 
— В} АВ ВА? Я — В: АВА? 
поэтому 
—-__ (98—99) 4 
— В (АВ ВА?" 
Следовательно, 


__ (248 —аВ) Р?-- (28—24) РО Ав 
= в —аавве АВ. 


‚аа 
® 
а» 


Подобным же образом находим 


х — ВА — (@® — 28) В] Р2--(2В— ав) 288” 
а (В? — (АВВ?) а“ 


Соединив эти выражения и исключив ‘член В”, находим 
х __ ВА — В) Р--2ВРО— 40? 


В? —аАВ В.А? 
[45]. | 


229. Подобным же образом, если требуется найти дальнейшие члены: 


А-- Ве СР... Р-Н о В... Ха” ут т ит.д, 
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у @А—аВ) 9 + 2В0Е— АВ 
— В —саАВ--В 4? ’ 


и так как Я —= 9 — ВР, то 


7_ — 4224 2824 — В) РО ВВ (8—8) 41 © 
В — АВ ВА 


Но =«У— ВХ и, значит, У = 


РЕ ВХ ; отеюда 
а 


у — —ВВР-- ВАРО-- (В—14) 0 
—_ В— «АВВ = ° 
Итак, подобным же образом по Х и У можно определить коэфициенты степеней г" и 2*”1!; _ 
отсюда коэфициенты 2”, 2*"ТТ и т.д. 


ПРИМЕР. 
Пусть дан рекуррентный ряд 
1-Е 32-4 7 + 112 182? -... Рот ит. д. 


так как любой его коэфициент равен сумме двух предыдущих, то знаменатель дроби 
производящей этот ряд, будет 
| 1—2—2?; 


слеловалельно, 
а=1 В=—1 и 4А=1 В=3 


и, значит, 
В? —вАВ-- В? == 5. 
Отеюда иолучается сперва 
_ Р-+УБР2--20(—1)" ` Р-++ УБР2= 50 
= ИС ОИ ии ии, 
где имеет место верхний знак, когда я — число четное, и нижний, когда, и — нечетное. 
Так, если х =4, то РЕПШи 


_ 11475.11 26 _ 11-25 
ОЕ ЕЕ НВ 18, 


| 


Если, далее, коэфиниент члена г” будет Х, то 


х_ — 42-629 — © 
и 


значит, воэфициент степени 23 будет раьен 


—4. 121+ 6-198—324 _ 
И 16. 
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Так как 
Р-+ У5Р?—20 
9 о 
то 
о 32210 -- РУ 5Р?=20. 
[и ОИС и 
поэтому _. 
Хх — — Р2-2-- РУ 5Р2-—20 
ИИС Зи 


Итак, из любого члена Р2” ряда получаются такие: 


Р-- У5Р2=20 "+1 „ — Р2=2--РУБРЗ-+Е20 зи 
2 2 | 


230. Подобным же образом в рекуррентных рядах, у которых любой член определяется 
по трем предыдущим, можно какой угодно член определить по двум предыдущим. 
Пусть таким рекуррентным рядом будет” 


А-+- Веб ра--...- РР От Вт ит.д 


со шкалой отнощения а, —В, —--1, так что этот ряд получается из дроди со знаме- 
нателем, равным 


1 — а -- В2? — 423. 
Выражая члены Р, 9, Е таким же образом, как и выше, при помощи множителей 
(1—2) (1 — 42) а — 72) 


Р=9 439 6, 


знаменателя, имеем 


9=\р-2" 84-9 Е 67.” 
В= р". ВЧ 6.1"; 
но 
она’ =а, ра =В и 14"=т, 


ноэтому получится такая пропорция [46]: 


8 — 209] № — (2-90 — («В — 1) 6 
--8Р } — 8 )Р9 В а) 2%? |. 


-- а1Р? — 281Р2% —_ 
--1?Р3 Г 
— сз —2°В] (» + (@® В В? — (@В —\) Вз 


ва | ^ — (в АВ С-В АВ! 
ат. —онав |1 
7243 
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“ 


Таким образом нахождение члена В по_двум предыдущим Ри © зависит от решения 
уравнения третьей степени. | 


231. После этих замечаний относительно общих членов рекуррентных рядов остается 
определить суммы этих рядов. Прежде всего ясно, что сумма рекуррентного ряда при 
продолжении до бесконечности равна дроби, из которой ряд получается; так как знаме- 
натель этой дроби определяется из самого закона, последовательности, то остается только 
оиределить числитель. Пуеть дан ряд 


А-|- В2-- (2? -- О -- Е-4-- Еёб | (28 -—- ит. д.. 
закон последовательности которого дает знаменатель 
1 —а2-|- 92? — 423 -- 02“. 
сть дробь, равная сумме продолженного до бескопечноети ряда, будет равна 


а-- 62 -- с2? -- 423 


1— а2 В — 1285 


из нее холжен получиться данный ряд; поэтому сравнение дает 
| @ = А, 
Ь — В—ч“А, 
с—=б—а«В- ВА, 
а=)— оС --ВВ— ТА. 
Отсюда искомой суммой будет 
А-+-(В—а4) 2+ (С—аВ-- 84) 2-- (р—в6-+ВВ—14) 28 


1 —а2 -|- 322 —423 - 624 
[47]. 


232. Теперь легко видеть, каким образом следует находить сумму ряда вплоть 
до указанного члена. Пусть, например, требуется найти сумму только что взятого ряда 
вплоть до члена Р2”; положим 


5=А-- Ве | (2? -|- Оз - Ег*--...-- Рг”. 


Так как сумма этого ряда, продолженного до бесконечности, известна, то надо найти 
сумму членов, следующих за Р2” до бееконечноети; пусть она будет 


= ОТ Ват? Ч бет Тит. д. 


/ 


- 


Этот ряд после деления на г” * даст рекуррентный ряд, равный данному [48], и сумма 


> 
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его поэтому будет 


она а Саб еввпО, 
1—а2 -- 82? — 423 +52 
Отсюда получается искомая сумма: 
А (ВБ —а4А) 2+ (С —аВ-- ВА) #2 -- (ХР — (С++ ВВ — 14/4) 28 _ 
| 1 — ве {- В22 — 123 | 824 


__ 9+1 4 (В— во) + (б—оВ-- 80) 23 + (Т— аб вв — 10) 7+ 
а 


$ — 


233. Еели шкала отношения будет двучленной: а, — 3, то сумма ряда 


А-- Вг-- 02 -|- Ог--...- Р, 


нолучающегося из дроби 


А+ (В —аА)е 
1—2 822, 
будет 
А-+(В—аА)2— 02111 — (В — 20) 2 1® 
1 — а2 | 82? о 
Но но природе ряда 
В = 9 — ВР; 


отсюда получается для суммы значение 


А--(В—«А) 2 — г" | ВР"? 


ПРИМЕР 


зада та. .-- Р=”, 
& —1, ве А =1, В=3; 


Пусть дан ряд 
тле 


вумма его будет 
1-22 — Ог +1 — РР 


1—2— 2? 
Еели же положить 2 =1, то сумма ряда 


зат и +... ЕР=Р- 9—3. 


Значит, сумма последнего и. следующего за ним членов превышает на три сумму ряда. 
Но так как 
Р-- УБР? =20 
=, 
то сумма ряда \ 


3Р_6-- У5Р2-+ 50 
тат... Ре. 


Итак, по одному последнему члену можно найти сумму ряда. 


— 


ГЛАВА ХУ 
ОБ УМНОЖЕНИИ И ДЕЛЕНИЙ УГЛОВ 


234. Пусть в круге, радиус которого равен единице, какой-либо угол или дуга 
будет равен 2, синус его равен х, косинус равен у и тангене равен #; тогда 


р ® — — ® 
я =1 и ф „. 


Выше мы видели, что как синусы, так и косинусы углов 2, 22, 32, 42, Б2 и т. д. 
составляют рекуррентный ряд ©0 шкалой отношения 2, —1; прежде всего получаем 
для синусов этих дуг такие выражения: 


т 02 = 0, 

зш 12 = Ж, 

эт 2е = 2%, 

Ш 32 = 45у?— @х, 


Ш 42 == 81у3— 4х, 

за 52 == 165/“— 125у?-ф- а, 

Ут 62 = 32245 — 32жу3-- 6ху, 

т Те = 648 — 80544-24? — х, 
$1 82 == 128247 — 192595 -- 8058 — 8х. 


Отсюда заключаем, что 


9—1 "1 —ш— 2) п-т #8) (т =) 0-8" 5 


1.2 
$1 #2 —= 2 __ ®—4) (п— 5) (и — 6) оп-7 п? (® — 5) (п— 6) (п — 7) (п— 8) оп-э п-э_ 
о в 


И Т. д. 
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235. Если положим дугу пе =, то будет 


$11 #2 == $1 $ == $1 (= — $) = 51 (2т -|- $) = т (3 — $) ит. д., 


так как все эти синусы между собою равны. Отсюда получаем для х много значений, 


именно: 


._$5 . п— 5 . Э--$ . 1—8 ., 4®--$ 
—- ори < —— —_—_ —_—__ ° 
51 —, 5, М ——, И, $7 и и т. д. 


— 


все они в одинаковой мере удовлетворяют найденному равенству. Для х получится 
столько различных значений, сколько число п содержит единиц; эти значения поэтому 
будут корнями найденного уравнения. Надо только остерегаться принимать за корни 
уравнения одинаковые значения; для этой цели надо брать полученные выражения 
через одно. После того как корни уравнения стали известны, сравнение их с членами. 
уравнения приводит к открытию достойных внимания свойств. Так как для этой цели 
нужно только уравнение с одним неизвестным х, то для у надо подставить его зна- 
чение У1— 22; поэтому придется проделать двоякого рода процедуру в зависимости 
от того, будет ли и числом четным или нечетным. 


236. Пусть п будет нечетным числом; так как разность дуг —2, 2, -| 32, 
-- 52 и т. д. есть 22, а ее косинус равен 1 —2%?, то шкала отношения последователь. 
ности синусов будет 2 —42?, — 1; отеюда 


т ( — 2) = —х, 
Ш 2= ©, 
зт 32 =3— 448, 


$ 52 =5т — 20:3-- 1645, 
Ут 72 —=7х— 5653 -- 1125 — 64ал, 
$1 92 = 9% — 120.23 -|- 43255 — 576271 -|- 25649; 


потому 


__ ® (2—1) 18 п (1? — 1) (? —9) 15 _— п (п? — 1) (я? — 9) (1 — 25) 1 
1.28 “` 1.2.3.65° 19-3:45.61 Я ИТ. д» 


если только п будет числом нечетным. Корнями этого уравнения являются 

. . (Эк . /4п ^. 6х ._ /8® 

зта, эт (+2), т (2), эт (5 +=), т (=-:) и Т. д.; 
чиело их есть п. 


237. Следовательно, множителями уравнени 


3 
0—1 пт -- п (п — 1) 23 т (п — 1) (и? — 9)7 | +. 9 —1 58 
81172 ‘1.2.3.81 из 1.2.3.45 91/2 {Г '*°*- вшлг 
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(где имеет место верхний знак, если п на единицу меньше числа, кратного челырем, 
и нижний — в противном случае) будут 


(1 =) (1 «(и +.)) (1 (+) и т. д. 


отсюда выводим. что 


п 1 1 1. 1 
тяг зШг -- М — . (4к - . (бк | и т.д. 
91 (=. -- =) зп ( + :) 31 (* -- :) 


м 


до тех пор, пока наберется » членов. Тогда произведение всех их будет 


97 —1 1 
о 
Пиз . . 2 . к К 
ыы $ш 2 зш (+) т (> +:) п (=+:) и т. д. 


ИЛИ 


Так как недостает предпоследнего члена, то 
0 = 51 2 эт (51-2) -Е 5 (Иа) в (+2) + ит. д 
— п И я ах 
[49]. 
ПРИМЕР 1 
Если и = 3, то получатся равенства 


— ше -- $ (120°--2) -- зщ (240° -{ 2) = зта-Е зщ (60° — 2) — эт (60° 2), 


3 1 1 1 __ 1 - 1 1 
032  эш2 - эт (120? - 2) -- зш (240° 2) зшё —- 311 (60° —2) — зш (602)? 


зш 32 = —4 тг 51 (120° -|- 2) эт (240°--2) = 4 зт 2 зщ (60° — 2) эт (60° --- г). 
Итак, как мы уже и выше заметили, будет 
эт (60°-- 2) = зша-= зщ (60° — 2) 


‚3 с05ее 32 = созее 2 -|-- созес (60° — 2) — созее (60° -| 2). 


ПРИМЕР 2 


Положим п ==5; при этом получатся такие уравнения: 


Оше (т --2)- т (Е-=) эт (= 2)-Е 5 (= +), 
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———щ 


Или 


О —= те-- эт (2-Е =) эт (=—2) — т (= +2) — т (=—2) 


ИЛИ 


| 2 


® ® $ ® у!" . ° рт ® п 
—=та-- ва ( —2)— т (=-Е=) — т (=—г) [Аз (= =) 
затем будет 


5 1 1 1 1 


`_ 1 
#10 52 ПТ (Е —#) в (= +) (в —2) Та 5+2) 
5 т 5 5 (5 
. ИЕ к . к Эт 
т 52 = 16 мпа яп (=—2) в (= +2) эт (=—2) т (Е-+:) 


ПРИМЕР 3 


Таким же образом, полагая п =2т-— 1, получим 
. . (п . /Гп (Эк ._ (2% 
0 —= тг -|- эт (=—2) — 51 (= +2) — т (= —=) (7 +) -- 
. (Зп . /Зк м с: [5 —__ тт 
+ в (5% г) — т (5-2) — ... 5 эт 2) = (27 +2), 


где имеют место верхние знаки, если т число нечетное, и нижние, когда оно четное. 
Жругое уравнение будет 


у) 1 1 1 1 1 
за 2  зшг =) т (^^ )_ В’ -- 5 (2% Зы 
Е в (= + (иг) $1 ("+ 
1 1 1 1 
—- —= 


еге удобно выразить в косекансах. В-третьих, получится произведение 
51а 2 = 2”" зша 5 (=—2) т (= +2) за (2—2) эт 2) х 
—_ п п ® я 
Х т 8" а) т «-+2) эт (-^—2) зщ "= 2) 
р р °° п п ° 
238. Пусть теперь я будет чиелом четным; так как 


У —= У1— 2? и 60322= 1 — 25°, 
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и, значит, шкала, отношения последовательности синусов будет попрежнему 2 —42?, — 1, 
то 


т 02 = 0, 

эт 22 =2% У1— 42, 

51 42 == (4% — 828) Ут — 12, 

т 62 == (6% —3228-|- 3245) У1— 27, 

т 82 = (8х — 8023 -|- 1925—1282") У 1—2 


и вообще 


„#089 "90, ЗИ 


) 

1.2.3 ‘1.2.3.4. ут 

__ в (2 — 4) (2? — 16) (#2 — 36) р..." тт | 7 
1.2.3.4.5.6.7 ) 


[ 

, | 
т 2 = 
| 

( 


где 7” означает какое угодно четное число. 


239. Чтобы сделать это уравнение рациональным, возведем обе части в квадрат“ 
получится такое уравнение: | 


(51 2) = д’ Ру Нож... 2” 
ИЛИ 
2% 72 © 2 
я — "и д отв (511 12) = 0; 


корни этого уравнения будут как положительными, так и отрицательными, именно: 
= ята, Е зщ (= — 2), Е т а = зщ (8—2), п а ит 
я = п г/у? О Ли я / до 


иричем надо взять всего и выражений. Так как последний член является произведением 
всех этих корней, то, извлекая везде квадратный корень, находим 


® ® Эт 3= 
51 ие === 2” "та эт (= —2) т (Е 2) т (= —2).. .; 
® И) 


какой знак в этих случаях будет иметь место, надо решать в каждом случае отдельно. 


ПРИМЕР 


Если вместо п последовательно подставлять числа 2, 4, 6 ит. д.‘и взять п раз- 
личных синусов, то будет 
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-- 
. \. т . у . /2 (9% 
$1 82 = 128 52 $11 | 5 —) 1 | = г) (| - —2) $1 ( =) х 


240. Ясно, что вообще, для четного п, будет 
. отл наи [1 Л: [т ВИ: . (2 
т па =2 па зт (= — г) зи» (= -- 2) 1 (-, — 2) 1 (> -- 2) х 
. [(3к ._ (3к (к 
Ж т (>, —) ав (5-2) .. 5 (= — 2). 


Сравнение этого выражения с найденным выше для случая нечетного ® обнаруживает 
такое сходетво, что 0ба случая можно соединить в один. Итак, будет ли и числом 
четным или нечетным, 


. в—1 . п . п . Эк . ЭП 
— — — #511 | — 8] 8 | — — — 8 
т 7 =2 уе (= ) (Е ) ( 2) эт (3+ )х 
. /зк } . /Зп 
Х т (+ 2) 811 Е 2) и Т. Д., 
где берется столько множителей, сколько число я содержит единиц. 


241. Эти выражения, посредством Еоторых синусы кратных углов выражаются 
в виде сомножителей, могут принести немалую пользу при нахождении логарифмов 


синусов кратных углов, а также при получении многих выражений синусов при помощи 
сомножителей, какие мы дали выше ($ 184). Так, 


п а== 19щё, 
. . . к 
Уш 82 = тез (= — 2), 
. . . к ие 
эт 32 =: зтезв (2 — =) 1 (+2), 
эт 42 = взтезт (2—2) эт (2 --2) эт : 
о”) ч 4 ^ 
. И ИЕ х__ . п 2п ` 2 
За 52 = 16 ЗИ: 2 5 (5 2) т (Е 2) в (1—2 эт (2 р 
. . . т . п 2 . : 
эта ба = 32 таз (+ — 2) 1 (+ +2) т (т —2 мт (‘Е т (*—2} 


хх 
1 
$ 
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эшэиг 
1 72 


множителей выразятся косинусы кратных углов: 


249. Так как, далее, —260$%2, то подобным же образом при помощи со- 


у" 


. __ . м . Я р 
60$ 22 == 25 (= 2) эт д 2), 
603 За = дева ( ) 

`. т . 
30$ 42 = Ватт ( —г) ШИ 


03 Бг = 16 зт 


И вообще 


где берется столько множителей, сколько единиц содержит число я, 


243. Такие же выражения получатся из рассмотрения косивусов кратных дуг; 
если с052==у, то будет 


с0$ 02 = 1, 

0$ 12 == 9, 

с0822== 2 — 1, 

0$ 32 = 419'— 34, 

- 603 42—= 84 82 1, 

60$ 54 = 165 — 203 --. Бу, 

60$ 62 = 326 — 48144 —- 181? __ 1, 

сов 72 — 64ут— 1125 -|- 5698 — 7у,. 

И вообще 
608 #2 = от —1 т — 1.2” у -- п тв 


—_"®—9@—5) о-в 5-99) "8 — И Т. д. 


Т.2.8 1.2.3.4 
[50]. В сглу равенства 


605 #2 = 60$ (2х — 12) = 60$ (21 -|- ®г) = 60$ (4= = пг) = с03 (бк: и2) и т.д. 


1» Зак. 3250. — Эйлер. 
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получатся такие корни этого уравнения. 


2 45 ба 
6052, соз (7 =), с0$ 2), сз (= ==) итд: 


из этих формул надо взять для У столько, сколько среди них ‘есть различных, а их 
столько, сколько п содержит единиц. 


244. Прежде всего ясно, что ввиду отеутетвия второго члена, за исключением 
случая п =1, сумма всех этих корней будет равна нулю. Итак, 


О = сова -[ 603 (5—2) {008 (57 —-2 2) -{- воз (*#— =) 003 (3% +=) и т. д., 


где нужно взять столько членов, сколько п содержит единиц. Это равепетво, очевидно, 
верно, когда п четное число, так как любой член уничтожается другим равным ему 
отрицательным. Рассмотрим числа нечетные, исключая единицу; так как 


08 ® — — 60$ (® —%), 
то будет 


= 6052 — 008 (2—2) — 065 (1-2), 

== сода — 603 (1—2) — 008 (2-2) 008 (=— 2) 003 (==), 
п о 2= 2= 

— — — — о в) = — 

0 == с0$2 сз (7 г) — — 005 (2-2) о0з (5 2) сз (1-2) 


и вообще, когла ю есть какое-либо нечетное число, то 


—= 60$ 2 — с05 (2) — оо (1+ 2) {08 (1—2) воз (=) — 


— 00 (3—2) — оз (51 -|- 2) 00 (‘= — =) с0з(3= -—- г)— и Т. Д., 


где нужно взять втолько членов, сколько единиц содержит числе п; при этом, как мы 
уже упоминали, я должно быть нечетным числом, превышающим единицу. 


245. Что касается произведения всех членов, то получатся разные выражения, 
смотря по тому, будет ли п числом нечетным, нечетно-четным или четно-четным [51]; 
все эти случаи заключаются в общем выражении (5 242), если отдельные синусы 
преобразовать в косинусы; именно, будет 
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2е— 2603(1--2) (— } 
с03 32 2608 (№ --2 60$ | 4—2), 
2т 2к 
с0$ 32 = 460$ (= 2) воз (= —г) 0$ 2, 
4е= 8603 (35° ) со 8—2) 005 < со 
с0$ 42 = оз (5-2 3 2 (2) (3—2), 
4т 4" 2 25 
Ам — —_ — — — — — 
е0$ 52 = 16 соз (1-2) сз (1 2) 93 (в 2) сз (10 2) 0$ 2, 


вообще 


п—1 п —1 
— у 
60$ #2 =2 соз ( п-ка 


и 
© “ 
> 
т 


и— 1 п—3 у п—3 
( 5 =—2) с05 (еж 2) с05 (= т — г) 


п—5 п—5 п —1 п —1 
Х воз ("2 «- 2) сз ( 5 ®— 2) 003 ( 5 ®- 2) оз ( 5 ®—2) и т. д., 


где берется столько множителей, сколько число п содержит единиц. 


246. Пуеть и будет числом нечетным и пусть уравнение начинается с единицы; 
тотда 
7 


9—1-—= 
—- соз иг 


ит. Д., 


где имеет место верхний знак, если и — число нечетное вида 47 —-1, и нижний 
если ® —=4т — 1 [52]; отеюда | 


1 1 
- сов; — 2082 ? 
8 _ 1 1. 1 
— 0332 ©032 — —_ , 
оз (5 —г) 05 (= +*) 


-1 50852 = 6082 — соз( 2—2) воз Е“ УР т , 
5 (5 сз (= —2) с08 (5+2) 


и вообще при я=2т--1 будет. 


п ЖЕ 1 + 1. —_ 1 
совие  с08(2т Ра 003 (= =+ 2) воз (,=—2) сов (=) 
п п п. 
1 1 1 
— ут т —2 + ` (- к — 
сов ( -=—2) сз ( +2) сов ( =) соз ( >. +2) 
1 р 
тит д., 


608 п—& 
у 


где берется столько членов, сколько ® содержит единиц. 


15* 
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— ест, то отсюда. выводятся, замечательные свойства секансов; 


247. Так как 1 
089 


именно, 


5ее2 —еег2 
3 вес 32 = $ее (Её) ве (1—2) — зв (у-2), 
‚ \ Эк п | к п Ох ‚ 
5 66 Бе вес (5% -- 2) вес (3% — =) — вес (2-2) — ве (2— 2) зе (5 +2), 
3 
7 вес Те == 860 ( -- ( 
п 0х 
+ 06 (= — г) — вес (= -- 2), 
и вообще при *=2т-Е1 будет 
п зе иг == 360 (*, пе) ео (т а г) ви 2) вес ("Тк 2) + 
ес итак 2) — 800 ( 
= 7 7% 
ю-- 2) -Н%ес (^— 


п, —3 
п 


“«—2) — . .._-2 5@еС 2, 


—-- 506 И 


248. Для косеканеов по $ 237 находим 


созес2 == с05ес 2, 


к к 
3 с05ес 32 = с05ее 2 -|- со5ес ( — 2 }-— ©05ее (= 2) , 


и вообще при п=2т--1 будет 


> 


п 2 
п созес иг == созес г -—- созее (= — 2) — 605ес (= -- 2) — созес (1 — 2) |. 
3 


п з= к 
Е вовев (`, + =) совес (=—=) — оозес ("= +г)— ... 
их тт 
— —— 2) — 
‚ Е в0зес ("1 ) == созвес ("1 +2), 


где имеют место верхние знаки, если т чаяело четное, и нижние, когда т нечетное, 
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—_—_—__———ы—————=——„——ы—ы—ы=—=—ы=— 


249. Так как, как мы видели. выше, 


60$ #2 = У — 1 -з лг == (в0з22 ТУ — 1.512)”, 


то 
(032 + У —1-зт =)" - (с0зё2 — У —1.з12)” 
60$ 92 — ЫЫД—_д ам , 
таг — (с0оз2-- У —1.зщ 2)” — (с0ов2 — У — 1.312)” 
У—1 
И 
{елг— (082 У —1*8щ2) — (6082 У 1-51 2) 
(6082 У—1. зщ 2)" У—1+ (с0вё— У 1.12)" У ° 
Положим 
2. 
62 = 605 2 
тогда, 


аа 1 
ау) Уу-Ш1-а уу 


$0 ле = 


откуда получаются следующие значения для тангенобв кратных углов: 


{с 2 = $, 
5 
3—8 
58 32 =, 
4$ — 48 
42 = бери’ 
5: — 108 8 
68 5—1 юр тдЫ, 
и вообще 
ше вре, д. 
аа — 1.2. 1.2.3.4.5 
= пе, | 
1— Эр [.5.8.4: о 
5-е -5.8.4' ит” 
"Так как 


$9 12 = ("Г п2) = 8 (2= иг) = (3«--п2) ит. д. 
то значениями $, или корнями уравнения, будут 

. 2 

са, ш(=-2), ш (5-2), е(=-:) и т. д. 


п 


число их есть п. 
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250. Если же начать уравнение с единицы, то будем иметь 
1 ве Ое | "еде 
9—1 | 1.2 -- 1.2.345 пе т итд 


При сравнении коэфициентов е корнями получится 


1 ©6272 == 6% 2-|- 4 (2) ов (3-2) св (==) -- 


+в (=) --... т 065 (я +2); 


отсюда сумма квадратов всех этих котангенсов будет равна 


92 
(311 22)? 


подобным же образом можно определить дальнейшие степени. Если вместо х подста- 
влять определевные числа, то будет 


свг ==05 2, 
2 06 22а = ва -Роёв (— :). 


(5+ 
3 ое За’ == 08 2-е (= +5) —е се (= 
г 


4 $5 42 = оке ров у 
5 ео 52 = ‚овёа-рыв (= -- 2) (5 +++ 2) + ош (+2). 
251. Так как {55 — — {5 (^— 5), то 
фо 2 = 52, 
2 ва още— 08 (1—2), 


Зее 32 = 05а — (5 (=—г) |-- св ( +2), 


©5| 3 


4. {5 42 — 045 2 — 05 (+—г) -- 45 (тг) — 65 (“—г), 


5665 52 —= (бе — 0 (=—#) -- 65 (Е) — 245 (=—е) = 6 (2+2), 
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и вообще 


п обе пе —= 0% 2 — © (=—г) = 245 (=- 2) — 665 (=—2) -- 


-- (Е-Е=) — 645 ("—2)+ сс (Е-:) — ит. д., 


где берется столько членов, сколько число п содержит единиц 


252. Начнем полученное уравнение с наивысшей степени; здесь прежде всего 
надо различать случаи четного или нечетного числа я. Пусть п будет числом нечетным, 
т. е. п=2т-- 1; тогда 1) 

1—{(е2=0, 
— ЗВ 45 За — 31 {1% 32 =0, 


— 51145 52 —108 -- 10748 52 |- 5—5 52 =0 
и вообще 


Щи"! (912 —... 68 И =0, 
причем верхний знак, минус, имеет место, 


если т число четное, 
олюс, когда т нечетное. Из коэфициента второго члена находим 


& нижний, 
{472 —={02, 


ево (1-2) «(* 2), 


-|- 
бе ев (52) (5-Е2) в ("| е) + (+2) 
т. 


253. Так как {450 = — 45 (п —°), то углы, большие прямого, приводятся к углам, 
менышим прямого, и будет 


452 == ща, 


1) См. 8 249. С. Л. 
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и вообще, если п =2т-- 1, то 


145 па =462— 7 (авт) м (1—2) (и) —в(:Ь—2) -|- 


п 
эк ‚(тт тт 
+ ("-+:) —... — ( : ев"). 
254. Далее, произведение ‘всех этих тангенсов будет равно 45 2, потому что, вслед- 


ствие попеременной четности и нечетности числа 'отрицательных. знаков, вышетка- 
\ ., . 
занная двойственность знаков уничтожается. Итак, 


{492 —={02, 


‚ и вообще при п=2т--1 будет 


у 


жа ( —*) в ("= ).. «(и (+.). 


Ат. (а) (+) (иг) «(Ех 


255. Пусть теперь п будет числом четным; если начать с наибольшей степепи, 


то получится 
Р-- 21 ею 92 —1==0, 


й -|- 418 $45 42 — бР — 44045 42-1 =0, 


и вообще, когда я = 2т, 
р" и" 05 72 —.. . ] —- 0, 


где имеют место верхний знак, минус, при %"`нечетном и нижний, плюс, при т четном. 
При сравнении корней с коэфициентом второго члена получится 


— де 22—44 (+=), 
— 4 с 0 42 —=1482—1% (а) в (-2)-+ (+2), 
зп 


—6 себе ща (2) 5% (5 +2) 58 (в 2) (6+2) + 
+ (&-+2) 


ит. д. 
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256. `Так как 450 = — 5 («— 5), то образуются следующие равенства: 


ризе= — Ше-%(3 —2), 

вища ще (де) (+) чз) 

паи и кдчч «42+ 
+4) 


и вообще, если п = 27, то 


поте = — ща (Е— ге) (т—а)—в(Е+2)+ 
(а)... ("= —е). 


257. При ‘помои этих выражений опять уничтожается двойственность проязве- 
дения всех` корней; поэтому будет 


Смыел этих равенств сейчас же с отчетливостью бросается в глаза, так как 
мы все время находим по два угла, являющихся друг’для друга дополнениями 
к прямому. Произведение тангенсов двух таких углов равно единице, и, следова- 
тельно, произведение всех должно равняться единице. 


258. Так как синусы и косинуеы` углов, составляющих арифметическую прогрессию, 
образуют рекуррентный ряд, то сумма скольких угодно таких синусов и косинусов 


может быть выражена на основании предыдущей главы. Пусть углы, возрастающие 
в арифметической прогрессии, будут 


ао а--6, а-—-26, а--35, а 4, а--5Ь ит.д. 


и требуется сперва найти сумму синусов этих образующих бесконечную прогрессию углов; 
положим: 


\ 


$ = 51 а -|-- зп (а -- 5) зт (а 26) -- зп (а-- 35) ит. д.; 
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. ды —А—А—З ААА —„— Ад ЫЫЫЫ——ы—ы—ы—ыо_——ы—ы—_„—_„»__—__—_—ы——ы—ы——_—»_»——_————ыыы"—==ы=—=—=—,А„З——.———= 


так как этот ряд рекуррентный, со шкалой отношения 2 с0$6, — 1, то он получается 
из развертывания дроби со знаменателем 


1—2 с05 6 -- 27, 


если положить г —=1. Сама же дробь будет равна 


зта-- г [зщ (а-- 5) —25ша соз6] . 
1— 22 соб -- 22 ` ? 
поэтому при г =1 будет 


с — Мпа р эп (а - 5) _2ыпа с086 __ эта п (а —5) 


2—9 созЬ 9 (1 — с056) ? 
потому что | 
2,31 а с0$ 6 = зт (а-- 5) зщ (@а— 65). 
Но так как | 
па — 9 7—9 
зтр— ту ==2 608 — бт —5>, 
то 
. . 1 . 1 
эта — зв (а —5) = 2008 (а —56) т 5-5. 
Но 
'/. 1 2 
1 — 056 =2 (91-512 ; 
отсюда, 
1 
(55) 
=———^. 
25ш 6 


259. Итак, этим путем может быть указана сумма скольких угодно синусов, коих 
дуги возрастают в арифметической прогрессии. Пусть, например, требуется найти сумму 
прогрессии 


зта-- зш(а-- 5) эш(а-- 25) -- зщ («а 36)-...-- зщ (а-—я5). 


03 («— 5) 


1 Ра 


‘Так как сумма этой прогрессии при продолжении хо бесконечности есть 
2 Ш 5 Ь 


то рассмотрим члены, следующие за последним до бесконечности: 
эт [а-- (в 1) ] Е т [а-- (®-- 2) 6] -- эт [«-Р (и--3) 6] ит. д.; 


сумма Их равна 
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если отнять ее от предыдущей, то останется искомая сумма. Так, если 


$5 =зта-- эт (а-- 5) -- зщ (а-- 25) -...-- эт (а *5), 
то 
1 1 1 ._ 1 
с08 { «— —6 ) — 0$ | а [ж-- —}Ь чп [@- — яб } зш — + ЦЬ 
‚08 (а — 5) | 5) ]_ (+55) ши ь 2 2 . 


._ 1 ._ 1 
28ш 5.6 эт 6 


260. Равным образом, если рассматривать сумму косинусов и положить 


$ = 608 а — воз (а -- 5) -- со («| 25) - соз («а 35) -- ит. д. до бесконечности, 
то | , 
| __ сов а- 2 [сов (а 5) —2 03а соз6] 
—_ 1— 22 соз6 -{ 2? 
при 2г=1. Поэтому так как 


2605 @ 608 6 = 60$ (4 — 6) -- воз (а-Н 5), 


10 
я — с0$ @ — 0$ (@-—6) '. 
2 (1— 0035) 
Но 
с0$ [ — 0$ 9 = 28щ ———— Г, ш7— И, 
огеюда 
605 @ — с0$ (& — 5) = — 2 т (4—5) 555, 
И так как 
; 1, \2 
1— 00562 (3156) , 
то 
$1 (@—55) 
$ — — 
._ 1 
231-56 


Подобным образом сумма ряда. 


05 [@-- (®-- 1] сов [#-- (®-—- 2)6] -- соз [«-- НЗ) ]- ит. д. 


будет равна 
эта [о -- ("+5 ь 


® 1 
8 — В 


чан д 


если отнять вторую от первой, то останется суныа ряда 


$ == с08а-|- с03 (@-- 6) воз (а-- 26) -- соз (&-- 35) +...-| соз (&«- Ъ), 


235 
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и она будет равна 


— &1п («—55) -- $1 [4+(+5)ь] ‘с03 (&@+5%) вт (+1) | 


._ 1 ._ 1 
211 5 В вт 5-6 


261. На основе указанных принципов могут быть разрешены и многие другие 
вопросы относительно синусов и тангенсов;: таково, например, нахождение сумм квад- 
ратов или более высоких степеней синусов и тангенсов; но так как все это выводится 
аналогичным образом из остальных коэфициентов написанных выше уравнений, тоя на 
этом останавливаться дольше не буду. Относительно же этих последних суммирований 
следует заметить, что любую степень синусов и косинусов можно выразить при помощи 
стдельных синусов и косинусов; для большей ясности. мы это вкратце изложим. 


262. Для этой цели будет полезным вывести из предыдущего такие леммы: 
2 511 а $ш 2 = е0$ (4—2) — с0$ («а 2), 
2 е05, а 5т = = зт (а--- 2) - эт (@ —2), 
2 3т а 608 2 = зт (а 2) т (а — 2), 


2 60$ 4 6032 = е0$ (4 — 2) -- в0$ (в -[- 2). 


Отсюда находим сперва степени синусов: 
Ш 2 == та, 
2 (51 2)? — 1 — 60$ 22, 
4 (з11 2)3 —= 3 зт 2 — зщ 32, 
8 (31 2)4 = 8 —4 60$ 22 -|- 608 42, 
16 (зт2 и 10 чи: — 5 зщ З=-- $1 52, 
32 (511 2)6 = 10 — 15 е0$ 22-[ 6 ©0342 — 00$ бг, 
64 (311 2)7 = 35 те — 21 зщ 32-= т 52 -— эт Та, 
128 (зт 2)8 = 35-—— 56 с0$ 22-—- 28 с05 42 — 860$ 62 -- с0$ 82, 
256 (312) = 126 512 — 84 $1 32- 36 т 52 — 9зш 7Тг-- эт 92 


и т. Д. 


Закон, которому следуют здесь коэфициенты, совпадает с законом следования 
коэфициентов степени бинома, за тем лишь исключением, что свободный член в выра- 
жениях для четных степеней синусов равен половине соответствующего коэфициента 
в разложении бинома. — 
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г 
6% 
3 


263. Подобным образом определятся степени косинусов: 


608 2 == в032, 
2 (©0832)? =1-[- с0$ 2, 
4 (605 2)8 = 3 6052 -- с0$ 32, 
8 (©0$ 2)4 =3-- 4 с03 22 -- с0$ 42, 

16 (с0$ 2)5 == 10 605 2-5 с0$ 32 -- с0$ Бг, 

32 (е032)6 = 10 - 15 с0$ 2=-|- 6 в03 42 -|- с0$ ба, 


64 (с05 2)7 = 35 в03 2 -- 2160$ 32-1 ©0$ 52 -{- е0$ 72 
и Т. Д., 


причем относительно закона следования воэфициентов справедливо сказанное выше по 
поводу синусов. 


ГЛАВА ХУ 


О РЯДАХ, ВОЗНИКАЮЩИХ ПРИ ПЕРЕМНОЖЕНИИ 
СОМНОЖИТЕЛЕЙ 


264. Пусть дано конечное или бесконечное произведение 
(1-1 а2) (1-- В=) (1-12) а-8г) а- г2) а--&2) и т. д. 
которое при фактическом перемножении дает 
1-- Аг-- Вг - О23-- реа Её -- Е28-|- ит. д. 


Тогда ясно, что коэфициенты 4, ВБ, С, О, Е ит. д. образуются из чисел а, В, 1, 6, ®, © 
ит. д. таким образом: 

А =а-Р Ву -Ре-НЕ- и т. д. = сумме всех по одному, 

В = сумме произведений по два различных, 


С = ,„ , ь‚ три различных, 
= я; м „ четыре различных, 
Е = „ и „ Пяти различных 

и т. д., 


пока не дойдем до произведения всех. 


265. Еели положить 2 =1, то произведение 
а+-ачтра-+тачда-+е т 


будет равно единице © рядом всех чисел, которые образуются из о, В, 1, 8; е ит. д., 
если брать их по одному, или перемножаль по два, или по нескольку между собой. 
Если при этом одно и то же чиело может быть получено двумя или несколькими спо- 
собами, то в этом ряде чисел встретится одно и то же число дважды или несколько раз. 
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266. Если положить г = — 1, то произведение 


1—а—ваы-(—5) а —э ит.д. 
будет равно единице с рядом всех чисел, которые «образуются из а, В, 1, 0, е ит. д., 
если брать их по одному или перемножать по два, или по нескольку между собой. 
как и раньше, но, с той лишь разницей, что числа, получаемые из одного или из трех, 
или из пяти и вообще из нечетного числа множителей, будут отрицательны; те же, 
которые получаются из двух, четырех, шести и вообще из четного числа, будут поло- 
Жжительны. 


267. Если написать вместо а, 3, 1, бит. д. вее простые числа 


2, 3, 5, 71, 11, 13 ит. д., 
то произведение 


(1-12) (1-23) (1-5) а--7 (1-11) (+13) ат д=Р 


будет равно единице с рядом, составленным из простых чисел и тех, которые полу- 
чаются от перемножения простых. Таким образом 


Рае т 10-11-18 14-15 17-я т. д; 


в этом ряде ` встречаются все натуральные числа, за ‘исключением степеней, а также 
тех, которые делятся на какую-либо степень. “Именно, недостает чисел 4, 8, 9, 12, 16, 18 
и Т. д. так как они либо являются степенями, как 4, 8, 9 16 ит. д., лабо делятся на. 
степени, как 12, 18 ит. д. 


268. Так же будет обстоять дело, если вместо &, В, 1, б и т. д. подставить какие- 
либо степени простых чисел. Именно, если положим 


Р= (1) (1-е) (5+) (1) (1 тв) итд; 


то при перемножении получится: 
О ООВ ООО ОО 1 , 
РРР РР Риги т. д; 


в этих дробях встречаются все числа, за исключением тех, которые либо сами являются 
степенями, либо делятся на какую-либо степень. Но так как все целые числа являются 
либо простыми, либо составляются из простых путем умножения, то исключаются лишь 
те числа, в образование которых входит одно и то. же простое число дважды или 
большее число раз. 


| 
269. Если числа о, В, {, би т. д. взять отрицательными, как мы делали раньше 
($ 266), и положить 


в) (-9@-9е-бо-в ан» 
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то будет 


` 


1 1 1 1 1 1 1 
РР ма п РР итд; 


здесь опять, как раньше, встречаются все числа, за исключением степеней и тех, 
которые делятся на степени. Сами простые числа, & также те, которые состоят из 
трех, пяти и’ вообще нечетного числа, имеют знак минус; те же, которые образуются 
из двух, четырех, шести или вообще четного числа, имеют знак плюс. Так, в этом. 


1 
ряде вотречается член зп; так как 30 =2.3.5 и не содержит степени, то член 


] 
ЭТОТ Зоя будет иметь знак минус, потому что. 30 представляет произведение трех 


простых чисел. 


210. Рассмотрим теперь выражение 


1 
(1 — а2) (1 — 82) (— 12) (11—82) (1—2) ит.д. ? 


которое при фактическом делении дает ряд 


1-- Аг Вг-- Ог3 | О-*-- Её5-- Е28 -- и т. д.; 


при этом коэфициенты 4, В, С, О, Е ит, д. составляются, очевидно, из чисел а, 8, 
, ) зи т. д. так, что 


А = сумме отдельных чисел, 
В = сумме произведений по два, 
С = сумме произведений по три, 


р = сумме произведений по четыре 
и т. д. 


не исключая одинаковых сомножителей [53]. 


271. Если положить 2 =1, то выражение 


1 
ид а-ра-ра-эа—д итд 


будет равно единице © рядом всех чисел, какие получаются из а, В, 1, д, еит. д., 
если или брать их по одному, или их произведения по два и более, не исключая 
одинаковых. Этот ряд чисел отличается от ранее ($ 265) полученного тем, что там 
надлежало брать только различные сомножители, здесь же одив и тот жё множитель 
может встречаться дважды или большее число раз. Таким образом здесь встречаются 
все числа, какие только могут произойти от перемножения о, В, 1, бит. д. 
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279. Веледствие этого ряд состоит всегда из бесконечного числа членов, неза- 
висимо от того, будет ли число сомножителей бесконечным, или конечным. Так, 


1 О О ПО ООО 
Роя Ра Рег Ни т т. 


2 


гле налицо все числа, получающиеся от перемножения одной лишь двойки самое на 
себя, т. е. все степени двух. Далее, 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
Тре 1 (1). У ЗС ТИ о ЗВ т о К ПВА О т и т. д., 
(5) (1-3 
где не встречается других чисел, кроме тех, которые получаются от перемножения 


2 и З, т.е. тех, которые не имеют других делителей, кроме 2 и 3. 


973. Если вместо а, В, 1, 6 ит. д. написать обратные величины всех простых 


чисел и положить 
1 


РЕ -Ут+, Ру+итл, 


Р= 


то получим 


где встречаются все числа, Бак простые, так и получаемые от перемножения простых. 
Но так как все числа являются или простыми, или получаются при перемножении 
простых. то поэтому здесь должны присутствовать в знаменателях решительно все 


целые числа. 


274. То же самое получается, если взять какую-либо степень простых чисел: 
так, если ПОЛОЖИТЬ 


Р— 1 


ДдХ— м, 
све 


то получим - 
1 1 1 1 1 1 1 

Ри Рита Нити Ри ЕТ д, 

гд6 встречаются все‘ без исключения натуральные числа. Если же в сомножителях 


‚ оставить везде знак плюс, так что 


Р= 1 


1 1 1 1 2 \ | 
(+=) (1+). (1+) (1+2) (1+) ктд 
то будем иметь 
1 1 1 1 1 1 
РР тори ИТ д, 


16 Зак. 3250. — Эйлер 
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где простые числа имеют знак минус, те, которые представляют произведения из двух 
простых — одинаковых или различных, — имеют, знак плюс, и вообще те, у которых хх 
число простых сомножителей четное, имеют знак плюс, те же, которые состоят из 


1 
нечетного числа простых сомножителей, имеют знак минус. Так, член 540" будет иметь 
знак плюс, потому что 240=2. 2.2.2.3.5. Основание этого закона видно из & 270, 


оли положить 2 —= — 1. 


275. Еели сопоставить это е изложенным выше, то получится два ряда, произ- 
ведение которых равно единице. Пусть 


У ЗОО 
] 1 1 1 1 
(в) (1) (1—5) (1—=) (1— п) итд 
и | 
1 1 { 1 1 
9=(1—#) (1—#) (1—я) (1—#) (1 — пе) и тд 
тогда 


1 1 1:1 1 1 1 
и ивы д + итд. 
1 1 1. ` 
т 
($ 269), причем ясно, что РО =1. 


276. Если же положить 
= ПЦ 1 


и | 
НИ - 
то будем иметь 


1 1 1 1 1 1 1 
Ри — да Каина яй — 32 Рози т. д., 


1 1 1 1 1 1 1 
1-Е Ра Ра Кл Ни ит д, 


| 
и также будет РО =1. Еели сумма одного ряда известна, то вместе с тем получится 
вумма другого. 


277. Обраляо, если известны суммы этих рядов, то могут быть найдены значения 
бесконечных произведений. Пусть 


1. 1 1 1.1 1 
= а тя Риш и Т. Д., 


1 1 1 1 1 1 
Мы зи На ры Ноя Наири т д 
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тогда будем иметь 


М = : 
ее 
№ — 1 


1 1 1 т п 
(+ ==) (+=) (1— =) (1) (1— па) ит.д. 


отсюда путем деления получается 


мочи ьы 


наковец, 


ки. ——ы—3=——ы—ы—-.  ————ы—ы о 


Ут т ати Г.Д. 


Если известны М и №, то кроме значений этих произведений получатся суммы таких 
рядов: 

1 1 1 

фам п — ИТ. д., 


1 т О ОВ 1 
=! — эм 3 Ба Гб ПГ И — 


и т. д., 


М 1 1 1 1 1 1 1 
ттт ти Риги д, 


1 1 1 1 1 
т р о ти и т, Д., 


в 


путем их комбинирования можно вывести много других. 


ПРИМЕР 1 


Пуеть я ==1; так как выше мы показали, что 


1 2 23 2 25 28 
= — — И ПИ —_ 
из ча У Ретитд, 
то при х=1 будет 


1 1 1 1 1 
Но логарифм бесконечно большого чиела со сам. бесконечно велик; поэтому. 


о у О ОБО ООО ООО 
М = РУ Е-ЗЕ-Т- ит. д. =; 


1 1 
отсюда, так как и = 5 = 0, получится 


16* 
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—.- >>“. 


Тогда в произведениях будем иметь 


1 
9-9 
2 3 5 ЧИ \ 11 о 
откуда 
5—2. 5.1 И ВИ 
12 4 6 10 12 16 18 
И 


0—1. 460.6 р 


Далее, как раньше показано, 
- 1 1 1 1 1 1 т? 
УР татенитл в: 
отсюда получаютея суммы таких рядов: 


— ИТ. Д.., 

1 1 1 1 1 1 1 
о = РНЕ РЕ Ряттю Нан ит. д, 

1 1 1 1 1 
ОР тв 7 8 ГЭТЮ понт 


Наконец, беря произведения, получаем 
[ 


т? 92 32 52 12 112 
ен О о ори О ЗН ЕН КА 
ИЛИ 
п 4.9 25.49 121 19 о. 
6-3 324 °48` 120 `168 до 
так как р == оо ИЛИ Те =0, то имеем 


ИЛИ 
0—2.3.5118 ИР п, Д 
3468114102 ) 
& также 
о РВ, 
124 6 10 12 16 18 
ИЛИ . 
0—1.1.2.85689 д, 
3`2'3'4'6'7'9'10 - д. 


числители этих дробей (за исключением первой) на единицу меньше знаменателей; 
суммы же числителей и знаменателей каждой дроби постоянно дают простые чиела 
3, 5, Т, 11, 13, 17, 19 итд. 
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ПРИМЕР 9 


Пусть я = 2; тогда согласно доказанному раньше 


ЕЕ нд =, 


ити кии ии д = 


Отсюда находятся прежде всего суммы следующих рядов: 


1-я — в 18— 


д? 1 


— И т. д., 


и т. д., 


1 1 1 1 1 1 1 
я Р а РР тени юа итд, 


1 1 
т Е а ел 


Затем получаются значения следующих произведений: 


кл? 52 32 52 #2 1 


— 
чт о чо че 


—— = —— ео ——Щ—&б&>—&ЫБББ6—8685——о ——ы. —ыыы. [[—[—3—щы—ы—.—ы»»» 


90 2—1 3—1 5—1 14—1 114—1 


15 92-41 2-1 52-1 12241 11241 


— —— —————ы—ыы——л 9 ———о  ———ы—ы—-——-=— уе —ы— с —ыЫыЫы3ы3„3—— 


2 2 32 52 2 112 
ИЛИ 
2 4 9 55 49 1721 169 
15 —5 '10`26 50 122 `110 & ТД. 
и `` 
5 2-1 +1 + Ф-Т 12-1 
2 — 2—1 #—1 5—1 1 121 
НЛИ' 
Б ББ 13 955 61 85 
3 —3'4 15‘ 6084 ИТ. д» 
ИЛИ 


3—5. 13 .25.61.85 и Т 
2 — 4 ‘1294 60 84 . д. 
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В этих дробях чиблители на единицу превышают знаменателей, сложенные же вместе, 


они дают квадраты простых чисел 3?, 52, 72, 11? ит. д. 
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ПРИМЕР 3 


Так как из изложенного раньше можно найти значения ЛГ только когда ®— 
число четное, то полагаем далее 7% ==4; получаем 


ии тии атд = =, 
д8 
МР ит д. —9450° 


Отсюда прежде всего определяются суммы следующих рядов: 


90 1 1 1 

я — ии -ыи— вая Е ит, 
9450 1 1 1 
1 вы Нити в итх, 
105 


5 1 1 1 1 1 71 1 
ая ЕР Ри Гия ни Ра гитх, 

т4 1 1 1 1 
пб ни-ни ибн итд 


Затем получаются значения следующих произведений: 


ТА 24 34 54 14 11 т 
90—91 т м1 141. д. 
18 28 38 58 18 118 


ны ом ча ИТА 
И 

та мт Ба т 1 

тм #1 141 д 
ИЛИ 


35 41 318 1201 1321 0... 
34—40 315 `1200`7320 . 


в этих дробях числители на единицу превыпгают знаменателей, сложенные же вместе, 
они дают четвертые степени простых нечетных чисел 3, 5, 7, 11 ит. д. 


278. Поскольку сумму ряда 
| 1 1 1 1 1 
И РитиритяРитит д 


мы представили в виде произведения, то можно будет удобно перейти в логарифмам. 
Так как 


М = 1 


1 1 1 1 1 ) 
(1—=) (1— а ) (1— ==) (1— №) (1—1) И Т. Д. 
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то будем иметь 
=) Иа) -Иа-я)-И1-п)ф итд 


Отсюда, беря гиперболические лотарифмы, получим 


1 1 1 1 1 
а Бах 


1/1 1 1 1 1 | 
(= = Ня = Н п и № д) 
пит, 1 

Е (я зн я ля Рая ит х.) 


1/1 1 1 1 1 
Не (Ня == па и т. д. 
ит. д. 


Еели, кроме того, положим 


1 1 1 2 1 
М1 я Рая Нав Ри Кой Г ИТ. д, 


так что 
1 
М = 


1 1 | 1 1 1 


то, беря гиперболические логарифмы, найдем 


1 1 1 1 1 
М =-- 1 (зая НН + и т. д.) 


(я-а На - ааа а т. д.) 
(= Ня Ня а пи их) 
а-я Ня -Ная Наы-- и тд) 
ит. д, 
Соединяя эти результаты, получим 
И 1 (п-т итд 


ня Рая На-На пи 


(5 
(> 
(55 


‚3 
3 


1 1 1 1 - 
т ап К 5 Ка Кии ГИ 
1. 
а-я па а и 


и т. д, 


3 


Н 
5 , 
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279. Если п =1, то 


Мао ит дю 


отеюда 


1, =? 1 1 1 1 1 
1/1 1 1 1 1 
(тэ ерРитх) 
1/1 1 1-, 1 1 
(вт и ии тх) 


—- 
+7 (Няяя шатл) 


И Т. Д. 


Все эти ряды, за исключением первого, не только имеют конечные суммы, но и 
взятые вместе дают конечную сумму, и притом довольно небольшую; отсюда сумма 
первого ряда 


Пи кд 


необходимо должна быть бесконечно большой, т. е. должна быть меныпе гиперболи- 
ческого логарифма ряда 


1 1 1 1 1 
НУ И ПО и и т. д. 
на достаточно малую величину. 


280. Пуеть в =2; тогда 


04 


2 
М = 5 И М = 90 } 


отеюда 
пот т® 1 
21—16 =1( ыы ва итд) 
1/1 1 1 1 1 
(и Ры т Нав итд) 
1/1 61.1 1 
Нз(тытити-+аНитд) 


и т. д., 
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1 1 1 1 1 
1/1 1 1 1 1 
(5 тэ ваша х) 
1/1 1 1 1 1 
(зв Рав Рав Рав Риз ит т) 
и т. д., 
1 1 1 1 1 1 
1) =1( ая Рав итх) 
1 
(Рита и т х.) 
$ (5-Е эль + ню ит д) 


и т. д. 


281. Хотя закон последовательности простых чисел не известен, однако нетрудно 
приближенно указать суммы рядов с более высокими степенями. Пусть даны ряды 


ттт тр 1 
М = арии фи Кии д. 


и 
В О О ООО 
ити Гия РГ ит д: 
тогла 
1 1 1 1 1 
5 = М —1 — им — 17 — и Т. Д., 
& так как 
ааа я и Да 
то 
М 1 1 1 
| = Мия 1Р ям -ыит д 
ИЛИ 
1 \ 1 1 1 1 
5=(м—1(1 я" т. д. 
и так кав 


то будем иметь 
5=и—1(1— р — = )-+ а —фит д 


Отсюда по.данной сумме ЛМ удобно найдется значение 5, если, впрочем, и будет числом 
умеренно большим. | 


1 = 221 =— 168) —41=— 0) 
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©) \ ®? 
282. Когда найдены суммы высших степевей, то по выведенным форуулам можно 
получить суммы ме:!ьитих степеней. По этому методу получатся следующие суммы ряда 


1. 1 1 1 1 1 1 
я Нав Ра -Н а На К зая Ки == И т. д. 


если то сумма ряда будет 
® = 2, 0,45224 74200 41065, 
п= 4, 0,07699 31397 6424Т, 
п — 6, 0,01707 00868 50637, 
® = 8, 0,00406 14053 66518, 
8 = 10, 0,00099 36055 74437, 
8 — 12, 0,00024 60264 70035, 
п = 14, 0,00006 12443 96725, 
п = 16, 0,00001 52820 26219, 
® == 18, 0,00000 38172 789037 
п = 20, 0,00000 09539 61124, 
п = 22, 0,00000 02584 50446, 
п = 24, 0,00000 00596 081385, 
п —= 26, 0,00000 00149 01555, 
п = 25, 0,00000 00037 25334, 
п — 30, 0,00000 00009 31327, 
п = 32, 0,00000 00002 32831, 
п = 34, 0,00000 00000 58208, 
п —= 36, 0,00000 00000 14552. 


Остальные суммы четных степеней убывают в отношении 4 к 1. 


233. Таким же путем можно и непосредственно произвести также разложение яда 
паи т. д. 
в бесконечное произведение. Пусть 
Ата итрта-ит д; 
если вычесть | 


1 1 1 1-1 
ся Аи тити т. д., 


то получим 


1 1 1 1 1 
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здесь отсутствуют вее члены, делящиеся на 2. Если вычесть 


1 
3 В= г —- о а-я и Т. 1., 
то будем иметь 
1 


| тт, 1 
здесь, сверх того, опущены все члены, делящиеся на 3. Если вычесть 


1 1 1 2 г 1 
580 == бя РЭБ ЕР з5 К 5Бя Е И Т. д. 


то получится 


(1— 5) = Неа т. д., 
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здесь недостает, кроме того, всех членов, которые делятея на 5. Таким образом 
устраняются члены, делящиеся на 7, 11 и на остальные простые числа; при этом 
ясно, что по удалении всех членов, которые делятся на простые числа, останется одна, 
только единица. Поэтому после подстановки значений В, С, О, Е и т. д, наконец, 


получится 
1 1 1 1 1 
А (1 —=) (1— =) (1 —=) (1 —п) (1— а) ит. д. = 1. 


Отсюда сумма данного ряда; будет 
1 
А = —— 


Бу ОИ ООО ИИ 
и) (1-в) (1 =) (=) (шв) и тх 


ИЛИ 


284. Этот же метод удобно может быть применен к разложению в бесконечные 
произведения и других рядов, суммы которых мы нашли раньше. Так ($ 175), мы 


нашли суммы рядов 


1 1 1 1 1 1 


при * нечетном; они равны №”, причем значения № нами даны там же. 


Следует, 


однако, заметить, что так как здесь встречаются только ‘нечетные числа, то те из них, 
которые имеют форму 4т--1, будут со знаком плюс, остальные же, вида 4т — 1, со 


знаком минус. Пусть 


Ат тит => абв ит. 7. 
Прибавим 


1 1 1 
А = — д = — я ут И Т. д. 
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получится 
1 \. 1 
пет Е а итд В. 
Вычтем 
1 1 1 
В Ро аи тд; 
это даст 


1 1 1 1 1 
(1) В=1 ибп Ри ид 0, 


где уже недостает чисел, делящихся на 3 и на 5; прибавим 


получим 
1 


О ОИ |. 
+) С=1- да-да тии т. д. = 0); 
здесь удалены также числа, делящиеся на Т. Прибавим 


1 1 1 , 
и" = ия 12 ГИ Т. д: 
получится 


1 1 1 


здесь устранены также числа, делящиеся на 11. Исключая этим способом все остальные 
числа, делящиеся на прочие простые, наконец, получим 


ооо ньх-ь 


ИЛИ 


где в числителях встречаются степени всех простых чисел; они входят и в знамена- 
тели, увеличенные или уменьшенные на единицу, смотря по тому, будут ли простые 
числа вида 4т— 1 или 4т -|- 1. 


. у!" 
985. Если положить п =1, то, так как А =, будем иметь 


351118 И 19.3 п, , 
4448 1216 '20’54 д. 


ее т Ш № ПП В р, 
6 =3'2.4 4.6 6.8 10.19 12-14 16.18 18.20 д. 


По разделении второго на первое получится 


тт 18 Ш 19 3. ит 
33866 10 `14 18 °18 °25 п. 
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где в числителях стоят простые числа, знаменатели же являются числами нечетно- 
четными, отличающимися на единицу от числителей. Если это снова разделить на про- 


у" 
изведение для -., то получим 


—4.48 В вх м 


эти дроби образуются из простых нечетных чисел 3, 5, 7, 11, 13, 17 ит. д. путем _ 
разбиения их на две части, различающиеся на единицу, причем для числителей взяты 
четные, & для знаменателей — нечетные части. 


286. Сравним эти выражения с формулой Валлиса 1): 


п _2.2.4.4.6.6.8.8.10.10.12 д 

2 — 1.3.3.5.5.1.1.9-9. 11.11 7? 
ИЛИ 

4 —3-3.5-5 7-1 9-9 И-М р 

к 2.4 4-6 6.8 8.10 10-12 а 
так как 


то, деля предыдущее на это последнее, получим 


32 — 9.9 15-15 21.21 25.55 
—8.10' 14.16 20-25 ` 24-26 - 


причем в числителях встречаются все нечетные составные числа. 


287. Пусть д ==3; тогда А=5, откуда, 
от шв шт, 
32 1 8—1 1 1181 188—111 ‚ А. 
Но из ряда, й . 
= 5 = в в т = КИТ д 
имеем \ , 
6 6 6 6 6 6 26 
вв в 5.. г Шо ИА ИИ ит. д., 
945 56 —1 36—1 5—1 16—1 118 —\1 138—1 


1) См. примечание 39 (к 8 155). 
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ЛИ [5-44 
| 8 _ 88 55 16 18 136 
960 36—11 5—1 8—1 `116—1 1868—1. и т. д. 
по разделении на первое произведение, это дает 
тЗ 33 53 . 1 113 133 173 
. а. ——_. [Ц . ИТ. д 


30 833—158 1 1—1 113 —1 133 11 те +1 


последнее, после повторного деления на первое, дает 


16 Эт 1 1 11 11 11, 
15 3—1 5341 13—11 113—1 1831 1+1 т. д. 


ИЛИ 


16 14 62 112 666 1098 // . 
15 18 63 111 665 1099 . Д. 


д : 
эти дроби образуются из кубов простых нечетных чисел путем разбиения их на две 
части, различающиеся на единицу, причем для чиелителей взяты четные, & для знаме- 
нателей нечетные части. 


288. Из этих выражений опять можно составить новые ряды, в котбрых знаме- 
нателей образуют все натуральные числа. Так как 


зб. И 13 о, 
4 ВЕБ ЕЯ НТ 181 "д. 
то [55] 
п 1 


откуда путем развертывания получаем 


п Платт тт 1 
1 та ЕР Ре л вт итд; 


здесь закон знаков .состоит в следующем: число 2 имеет знак минус, простые числа 
вида 47—11 знак минуе, простые же числа вида 4т-—-1 знак плюс; числа же 
составные имеют знаки соответотвенно образованию этих чисел из простых путем умно- 


жения. Так, знак дроби 5 будет минус, потому что 


Подобным образом, далее, 


п 1 , 


\ 


(4-3) (48-5) 6+0 (+1) @-ю тем 
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откуда получается ряд 


п 11 т, 1 
ива в ТВ оТЮ итд, 


где число 2 имеет знак плюс, простые числа вида 4т — 1 знак мянуе, простые числа 
вида 4т —-1 знак плюс; всякое же составное число имеет тот знак, какой ему с00т- 


ветствует при перемножении простых чисел по правилу умножения. 


289. Так как, далее, 


= 
(1—3 (1+5) (1—7) (1—1) (1+5) итд. 


то при развертывании получится 


>| а 


т 1 1 1 1 1 1 1 
ЕР Тян в в итХ, 


где встречаются только нечетные числа; знаки же чередуются так, что простые числа 
вида 472 —1 имеют знак плюс, простые числа вида Ат, -- 1 знак минус; отеюда одно- 
временно определяются знаки чисел составных. | 

Из этого можно, далее, получить два ряда, где встречаются все числа, именно, 


откуда` при развертывании получается 


ат ттт тт 1 
РР Рав Рети Ро юри Хх: 


здесь число 2 имеет знак плюс; простые числа вида 4т —1 знак плюс, простые же 
числа вида 4т -- 1 знак, минус. 
Вместе с тем 


откуда при развертывании получится 


ны 
ронииининыя 


©] =’ 


о ат тат тт, 1 
Ра Ра 5 брт ва Рю Кит д 


здесь число 2 имеет знак минус, простые числа вида 4—1 знав плюс и простые 
числа вида 4т --1 знак минус. 
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290. Отеюда “можно также вывести бесчисленные хругие последовательности 


знаков, при которых могут быть найдены суммы рядов, составленных из чисел 


Е ЗО ЗЕ О ЗО ЗО ЗОО 
? 2? 3? 4? 5 .) 7? 8 . ы 
Так как 
п __ 1 
2 1 1 1 ‘1 1 ) 
аъ) (1+3) (1-5) (+7) @+п) жеж 
1+ 
10, умножив это выражение на ——- =2, получим 
1—— / 
3 
1 


= 1 1 1 1 1 
1—5) (1—3) (1—5) (1+т) (1+п) ил 
| 

1 1 1.1 1 1 1 1,1 1 
о Хоа тв тРвтУ Ги шит д» 
где число 2 имеет знак плюс, 3 — знак плюс, остальные простые ”чиела вида 
4т —1 знак минус, простые числа вида 4т -- 1 знак плюс и соответственно этому 


определяются знаки чисел составных. Подобным образом, так кав 


ОИ. 


= 


1 +5 3 
‚ получим 


1—5 


10, помножив на ——— = 
1 2 
1—— 
5 
3“ Е ИИ 
2 1 1 1 1 1 т 1 ) 
( ) (1—5) (1-5) (1—7) @-) (1+5) (я) ит. д. 


откуда при развертывании получается 


\ 
З® 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 , 
Ра На Ре Рау РюРить вит д» 


„ 


здесь число 2 имеет знак плюс, простые числа вида 4т — 1 знак плюс, и простые 


числа вида 4т -—-1, исключая 5, — знак минус. 
291. Можно также получить бесчисленное количество таких рядов, У которых 


еумма равна нулю. Так кав 
2.3.5. Г.1.18.М. 
14 18 


то 
и. 1 


ыы. 
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откуда, как мы видели выше, получается 
ОРВИ итд 

здесь все простые числа имеют знак минус, знаки же чисел составных следуют правилу 


1 
1+ 
умножения. Помножим это выражение на 1 = 3; нолучится 
1—— 
2 


1 
О +» 
откуда при развертывании получается 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 
О 56 ЕР) шит д; 


0 = 


здесь число 2 имеет знак плюс, прочие простые числа знак минус. Подобным образом 
будет также 


`ререререЮеу с» 


откуда получается ряд 


где все простые числа кроме 3 и 5 имеют знак минус. 

Вообще следует заметить, что всякий раз, когда все простые числа, за исключе- 
нием некоторых, имеют знак минус, сумма ряда равна нулю. Напротив, как только 
`все простые числа, за исключением некоторых, будут иметь знак плюс, сумма ряда 
будет бесконечно большой. .. 


292. Выше (8 176) мы дали сумму ряда 
А на 
если ” — число нечетное. Прибавляя к этому ряду 
Е 
получим 


и. 111 
В= (т) Ат фи т— пет — сое ит. д. 


р 


17 Зак. 3250. — Эйлер. 
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Прибавим | 
1 пот , 
5 В= бт о ГИ т. 
получите 
1 1 1 1 1 1 1 
С=(т- я) В =1 рб х 
Отнимем 
1 1 1 1 . 
т бт Е ат иги Т.Д; 
получим 


1 1 1 1 1 , 
р= (1) = 1 пы яит д; 


отсюда, наконен, 
1 1 1 1 1. —_ 
4(1+=) (+=) 1 —ю) (1-е) (фт ль 


где все простые числа, превосходащие на единицу кратные шести, имеют знак минус, 
меньшие же на единицу кратных шести — знак плюс. 


Итак, 
А от 5% я" 11” 13* 
О О О От О а 
293. Рассмотрим случай и = 1, когда А = 375; получим 
;- БТИ 13119 
М = ео о о о о т. Д., 
ЗУз з 6 6 12 13 Ш 1 


где в числителях встречаются все простые числа, следующие за числом 3, соответ- 
ствующие же знаменатели отличаются от числителей на . и все делятся на 6. Так как 


Уз эБТИи 13119 
—_—_—_ р Фе — © — о о — © т Л 
2 4 4 8 10 `14`16°20 


О РЯДАХ, ВОЗНИКАЮЩИХ ПРИ ПЕРЕМНОЖЕНИИ СОМНОЖИТЕЛЕЙ 259 


последнее, по разделении на предыдущее, дает 


4—6.6.12.12.18 18.4 

3 4°8 "10 °`14°16`>0°55 -"“ 
ИЛИ 

4—3.3.6.6.9.9.12. 1 

3 24518101 7” 


где отдельные дроби. образуются из простых чисел 5, 7, 11 ит. д., причем простые 
числа разбиваются на две части, различающиеся на единицу, и части, делящиеся на 
3, берутся все время в качестве числителей. 


294. Мы видели выше, что 


к БТИ 

4=4'4’8 "1215161 ТД 
ИЛИ 

2. 5.1.1.18. 1.19. г д. 

3—4 °8 '15'15°16'50'И Т.Д 


к Эт 
поэтому, если вышеприведенные выражения для 5 УЗ И 3 УЗ разделить на последнее, 


то получится 


Уз _2 4 8 10 14 16 
8899156" 
2 _6.6.12.18,24,30 и, 
Уз 5.1711 '19 28° 59° т 


В первом выражении дроби образуются из простых чисел вида 12т--6—1, во 
втором — из простых чисел вида 12т-==1, причем каждое из них разбивается на две 
части, различающиеся на единицу, и четные части берутся в качестве числителей, 
нечетные же в качестве знаменателей. 


295. Раесмотрим еще найденный выше ($ 179) ряд 


п Пт т 1 
= = 1 Ы——_———— р -- и т. =— 
у? 3 5 тэ Ри 13 5 Г ^ ) 
будем иметь 
1 111 1 
А-а вии ит. ды 


и вычитание дает 


1 1 1 
Прибавим 


19* 
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‚ 
— —_————б—0——Ш0—Й——Ш6—б—б6б8б————ы———ы——ы—ы—ыы—ы—ы—3——ы—————ЫШ—Ш———Й—Ш—Ш—6шДШ—ШЪ—Ъ6—6—Й——————————ы—м—————А—/—/—’/А——А—'С'С/СЫ = — 


получится 
1 111 1 — 
(1-+5)8В =: ти ве ит. д. =С. 


Продолжая поступать таким же образом, придем, наконец, к равенству 


550—041) 0+9) 0-9 0+5) 0-а-Юкьжнь 


‚где знаки располагаются так, что у простых чисел вида 87% --1 или 8т--3 будет 
знак минус, у простых же чисел вида 87-5 или 8т--Т7 будет знак. плюс. Итак, 
отсюда 


п 519 2 


где все знаменатели либо делятся на 8, либо суть только числа нечетно-четные; 


а так как 


9 
В: т. Д., 


44 3 12 12 16 90 24 
=_3.5.1. 1.181. 9 у 
р 26 6 10 14 183 18 25 "= 
и, значит, 
= 8.8.5.5 1-7 И. 13-18 
3 2.4 4.6 6.8 10.12 12.14 7“ 
то будет 
ЗБ тим 19 33 
ее. Т. Д., 
туза 4 6`12 12 18 920 2 


где не ветречаются вовсе знаменатели, деляшиеся на 8, но встречаются четно- 
четные, причем все эти знаменатели отличаютея от числителя на единицу [56]. Первое 
равенство по разделении на последнее дает 


.3 
4 


эти дроби образуются из простых чисел путем разбиения каждого, из них на две части, 
различающиеся на единицу, причем четные части (если только они не являются четно- 
четными) берутся в качестве числителей. 


296. Подобным образом можно преобразовать в произведения сомножителей, 
состоящих из простых чисел, остальные ряды, которые мы нашли выше (8 179 и ел.) 
для выражения дуг круга. Таким путем можно вывести много других замечательных 
свойств как этих произведений, так и бесконечных рядов. Так как я здесь упомянул 
главные из них, то не буду останавливаться на выводе многих, а перейду к другому 
родетвенному с этим предмету, , именно: как в этой главе рассматривались числа, 
в их возникновении из перемножения, так в следующей будет рассмотрено происхо- 
ждение чисел из сложения. 
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297. Пусть дано выражение 
(1-Е 2“) а-- г а- хе) аж а“) ит. д. 
исследуем, какой вид оно примет при развертывании путем перемножения. Положим 


что получится | 
1-- Рё + 92 -- Вез- 54 ит. д.; 


при этом ясно, что Р будет суммой степеней 
Р-Р ит. д. 


Залем О будет суммой произведений различных степеней по две, т. е. совокупностью 
многих степецей х, показатели которых представляют суммы двух различных членов 
рада 
а, Убе тит. д. 


Подобным образом В будет совокупностью степеней х, показатели которых представляют 
суммы трех различных членов, Далее $ будет совокупностью степеней х, показатели 
которых являются суммами четырех различных членов того же ряда а, В, |, 8, е 
и т. д., ит. д. 


298. Отдельные степени 5, входящие в значения букв Р, \, В, 5 ит. д., будут 
иметь коэфициентом единицу, если показатели их могут быть , образованы из чисел 
а, В, |, бит. д. единственным способом; если же показатель одной И ТОЙ Же степени 
может несколькими способами представлять сумму двух, трех или более членов ряда 
а, В, 4, 9, еит. д., то такая степень будет ‘иметь коэфициент, заключающий в себе 
столько же единиц, сколько существует таких способов. Так, если в значении () нахо- 
дитея №”, то это будет указывать, что число ® может быть представлено в виде 
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суммы двух различных членов ряда о, В, 1, би т. д. при помощи М различных епо- 


собов. Если при развертывании данного произведения встретится член М№”2”, то 
его коэфициент № укажет, сколькими различными способами число ® может быть 
представлено в виде суммы т различных членов ряда о, В, 1, 5, в, бит. д. 


299. Если данное произведение 
(1-2) (1-- 2'2) (1 Ре) 1-Е х’2) ит. д. 


развернуть путем фактического перемножения, то из полученного выражения тотчас 
станет видно, сколькими различными способами данное число может быть предета- 
влено в виде суммы того или другого числа различных членов ряда 


а, 3, |, бе, бит. Д. 


Так, если требуется узнать, ‘сколькими различными способами число п может быть 
представлено в виде суммы 72 различных членов этого ряда, то надо в развернутом 
выражении найти член 2”2"; его коэфициент и укажет искомое число. 

300. Для пояснения этого пусть дано бесконечное произведение: 


(1-22) 1-Е 292) (1-22) 4-2) а 292) ит. д. 

которое при фактическом перемножении дает 
12 (х 2? а м | 146 РЛ 29 -9ы итд.) 
-- 22 (28 2 -- 240 --256 —- Зал -- 328 429 --470 51 ит. д.) 
-- 23 (26 7 —- 28 |329 |- 410 -5хи |-72 8518 105 -и т. д.) 
24 (210 хи -- 2212 -|- 3218 |- 5114 -- 6218 | 9216 -- 112“ -- 1528 ит. д.) 
-|- 25 (116 -- 216 - 251" -- 3018 -- 5219 | 7120 - 10521 -- 134722 | 18528 и т. д.) 
- 26 (21 -- 222 | 2528 - 3521 —- 526 |- 1.26 --115727-|- 14728 -- 20429 -- и т. д.) 
Нат (228 | 229 -—- 280 —- 331 -- 5432 -- 7433 —- 1134 -|- 15585 —- 214868 -- и 
—- 28 (236 -- 37 -|- 2438 - 3589 —- 5540 |- 741 -- 11542 -|- 15213 | 224 и 


и т. д. 


-3 


-3 


. Д.) 
. Д.) 


3 


Из этих рядов сейчас же можно определить, скояькими различными способами может 
ИР 
получиться данное число из определенного количества различных членов ряда 


1, 2, 3, 4,65, 6, 71, Вит. д. 


Так, если надо узнать, сколькими способами число 35 может быть представлено 
в виде суммы семи различных членов ряда 1, 2, 3, 4, 5, 6, Т, 8 ит. д., то следует 
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найти в ряде, умноженном на 27, степень 235; ее коэфициент 15 укажет, что данное 
число 35 может быть представлено в виде суммы семи членов ряда 1, 2, 3, 4, 5, 
6, Т, 8 ит. д. пятнадцатью способами. 


301. Если положить г=1 и подобные степени х собрать в одну сумму или, 
что сводится ‘Е тому же, если развернуть бесконечное выражение. 


ааа а-+ ма - 2) ит.д, 
то получится ряд 
1-я -- 22-223 244 -- 356 416 | Б-Р 628 | и т. д., 


где каждый коэфициент указывает, сколькими различными способами показатель 
степени х, получившийся в результате приведения, может возникнуть путем сложе- 
ния различных чисел ряда 1, 2, 3, 4, 5, 6, Тит. д.; так, обнаружится, что число 8 
может быть получено при сложении различных чисел шестью способами, именно, 


8==8, = 6-2, =, 
8—7--1, 8=5--3, 8==4а-РЗ-1, 


причем следует заметить, что само данное число также должно ‘входить в расчет, 
так как число членов в каждой сумме не определено, & следовательно, и число 11) 


отсюда не исключается [58]. 


302. Отеюда понятно, каким образом получается всякое число путем сложения 
различных чисел. Условие, чтобы члены были различными, отпадает, если переста- 
вить эти множители в знаменатель. Пусть дано выражение 


1 
(1— 2“2) (1— 282) 1—2) (1 — 222) (1—2"=) ит. д. ” 


\ 


оторое при развертывании путем деления дает 
1-- Ра-Р 02?-{ Вгз | бит. д. 


При этом ясно, что Р будет совокупностью степеней х, ноказатели которых содержатся 
в ряде 
а, 3 17) 6 питх 


Затем (©) будет совокупностью степепей х, показатели которых представляют сумму 
двух членов этого ряда, одинаковых или различных. Далее, А будет суммой степеней 
д, показатели коих получаются при сложении трех членов этого ряда. © будет сум- 


1) То-есть случай $ = 8, когда в сумме всего один член (8). 
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мой степеней, показатели которых образуются путем сложения четырех членов этого 
ряда, ит. д. 


303. Итак, когда все Выражение будет представлено в виде суммы отдельных 
членов и подобные будут воединены вместе, то будет видно, сколькими различными 
способами может получиться данное число % путем сложенся т различных или 
одинаковых членов ряда 


а, В, 1, 09, в © пит. д. 


Надо только найти в развернутом выражении член 52”. Пусть его коэфициент 


будет №, так что весь член равен №2”, тогда коэфициент М№ укажет, сколькими 
различными способами можно получить число п посредством сложения 72 членов ряда 
а, В, 1, 6, еи т. д. Этим путем разрешится вопрос, аналогичный тому, который мы 
рассмотрели раньше. 


304. Применим сказанное к следующему особенно замечательному случаю; пусть 
дано выражение 


4 
а. 


(1 — 22) (1 — 222) (1—2) (1—9) (1— 52) и т д’ 


которое при выполнении Деления дает 


1-2 я -а8 м 5 6 м 8 4 и 
2? (22-1 28-224 |225 |326 1 зай -Р 428 42° 5410 и 
= 23 (23-м -Н 228 326 42 548 —-729 820 Г 10хи-и 
Ча (и - 25-2 226 327 548 629 - 9210 А 11ии -Р 15 -Ри 
—- 25 (26 -- 46-257 -- 38 -- 529 -- 720 | 105 1 1322-Е 18213 и 
—- 26 (26 ат-|- 258 -- 329 5410 |-7хи + 112 - 14218, -н 20514 -- и 
а (7-28 -- 29 -- 3210 |- Бад! -- 712 |- 11218 -- 15214-91415 4 и 
—|- 28 ера НЗ; - 5212 -- 728 |- 11 хм 15216 |- 22516 -- и 


и т. д. 


вн вая ныявв 
4 
= 


Из этих рядов тотчас можно определить, сколькими различными способами может 
получиться данное число путем сложения заданного числа членов ряда 


1, 2, 3, 4, 5, 6, Тит. д. 


Так, чтобы узнать, сколькими различными способами может получиться число 138 
путем сложения пяти целых чисел, надо взглянуть на член 41325; его коэфициент 
18 указывает, что данное число 13 может быть получено сложением пяти членов 
восемнадцатью способами. 
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305. Если положить г =1 и собрать вместе подобные степени 1, то выражение 


1 
(1—2) (1—2) (1—2) @ — 24) (1—2) (1—2) ит. д. 


развернется в ряд 


1+ %-Ё 252 | 33 -Р 544 -- 755 -Р 1146 -- 1527 -- 2248 и т. д., 


в котором любой коэфициент указывает, сколькими различными способами показатель 
соответетвенной степени может получиться при сложении целых чисел, одинаковых - 
или различных. ‘Так, по члену 1148 видно, что число 6 может быть получено 
при сложении целых чисел одиннадцатью способами, & именно, 


6=6, б= 8-11 1, 
6—5-11, ‘ 6=2--2-2, 

6=4--2, б=а-а-а-ь 

б=4 1-1, ба -1, 
б=8- 3, = 1-1, 
б==8-- 2-1, 


где также надо заметить, что и само данное число дает один способ; так как оно 
заключается в ряде чисел 1, 2, 8, 4, Б, бит. д. 


306. После этого общего изложения рассмотрим внимательнее, как найти число 
этих соединений. Рассмотрим 6перва такое соединение, целых чисел, в котором 
допускаются только различные числа и о котором мы говорили раньше. Пусть для 
этой цели дано выражение 


= (1-22) (1-+ 222) (1-Р 232) (1- 242) 1 -- 252) ит. д., 
которое, будучи развернуто и расположено по степеням 2, дает 
=1-- Р2-|- 92? -|- Вг3-|- 5=4-|- Т2ё--и т. д.; 


надо найти способ быстрого получения функций Р, 0, _В, 5, Т ит. х. переменного х; 
этим путем можно дать наилучший ответ н& поставленный вопрос. 


307. Лено, что если вместо г подставить 2, то получится 
. й 
(1-Е 292) (1-Е 232) 1 -{- 242) 1 -[ 252) ит. д. = 


значит, при подстановке 22 вместо 2 значение произведения, которое было 7, перейдет 
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В ‚и так как 


й 
1-22 
й=1-- Ра-- 092?-- Аг би т. д., 
го будет 
й 


ГР =1-- Рае-- фай -- Баба -|- Зам -и т. д. 


Производя умножение на 1 —- хг, получим 
й=1-- Рхё -- 9522? -- 1323 -- 544 ит. д. 
—- 22-- РР? -- 0323 —- Ата ит. д. 


Сравнение этого значения 2 с вышеуказанным дает 


И: __ Р® __ © ВА 
Р=—, =, =, = И Т. Д. 


Таким образом для Р, ©, ДВ, 6 ит. д. получаются такие значения: 


Р=—“ 


1 —х? 


23 
“=и-эи=®, 


28 
А-п-а-эа-»’ 
5 210 
— ада жа-жа-я 
т — 215 
ааа а-яа-э 


и т. Д. 


308. Итак, мы можем этим сй8собом выразить в отдельности любой ряд степе- 
ней х, по которому можно определить, скелькими различными способами может быть 
образовано данное число из заданного же количества целых частей путем сложения. 
Далее ясно, что эти отдельные ряды будут рекуррентными, потому что они образуются 
при развертывании в ряд дробной функции х. Так, первое выражение 


х 
Р= 1—* 


дает геометрический ряд 
дааа 6 -- т-- ит. л., 


из которого ясно, что любое число будет содержаться по одному разу в ряде целых 
чисел. 
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309. Второе выражение 
73 
(1— 2) (1 — 4?) 
дает ряд 
28-24 -- 228 -- 256 |- З7-- 3.28 429 410 и т. д., 


в котором коэфициент любого члена показывает, еколькими способами показатель х 
может быть разбит на две неравных части. Так, член 453 указывает, что число 9 
может быть разбито на две неодинаковых части четырьмя способами. Если разделить 
этот ряд на 23, то получится ряд 


1 х-- 242 -|- 253 -|-- 324 - 325 46 4 и т. д., 


доставляемый дробью 
1 . 
(1—2) 1—4?) ° 


общий член ряда равен №”; из происхождения этого ряда видим, что коэфициент № 
указывает, сколькими различными способами может получиться показатель ® путем 
сложения из чисел 1 и 2. Так как общий член предыдущего ряда был равен Му, 
то отсюда выводится такая теорема: 


Сколькими различными способами число п может получиться путем сложения 
из чисел 1 ц 2, столькими же различными способами число п--- 3 может быть 
раздито на две неравных части. 


510. Гретье выражение 


276 


а-9а—-2а-Э 


при развертывании в ряд дает 
48 - 27 -|- 228 -- 329 -- 4210 |- 5х1 - Та -- За ит. д., 


где коэфициент любого члена указывает, сколькими различными способами показатель 
соответственной степени х может быть разбит на три неравных части. Если же раз- 
вернуть ' дробь 
1 
(1 — =) (1 — 22) {1 — 28) 
то получится ряд 


1-- 2-22? -- 3238 |424 -| 525-728 |- Вай -Р ит. д. 


если общий его член положить равным №”, то коэфициент № укажет, сколькими 
различными способами может получиться число ® путем сложения из чисел 1, 2, 3. 


Так как общий член предыдущего ряда равен №”, то выводом отсюда будет теорема: 
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Сколькими различными способами может получиться, число п путёж сложения 
о С 
уз чисел 1, 2, 3, столькими же различными способами может дыть раздито 
число п--6 на три неравных части. 


311. Четвертое выражение 
210 


ига ма-2а—=м 


при развертывании в рекуррентный ряд дает 
210 - д -- 212 -- 3218-5514 6515 -|- 9516 -|- 115 --и т. д., 


где коэфициент любого члена указывает, сколькими различными способами показатель 

соответственной степени может быть разбит на четыре неравных части. Если же 

развернуть выражение 
] 

1 -. 

(1—2) (1 — 22) (1 — 28)(1 — а) › 


то получится вышеуказанный ряд, разделенный‘ на 219, именно, 
1--х-- 242-|- 348-524-645 -- 946-11 --ит. д; 


пусть общий его член равен №”; ясно, что коэфициент № указывает, сколькими раз- 


личными способами может получиться число ® путем сложения из четырех чисел 1, 


2, 3, 4. Так как общий член прежнего ряда будет. равен №", то получаетея 


теорема: 


\ 


Сколькими различными способами может получиться число п путем сложения 
из чисел 1, 2, 3, 4), столькими же различными спосодами может быть разбито 
число п-- 10 на четыре неравных части. | 


‚312. Вообще, если выражение 


1 
(1 —:) (1 — 22) 1—2)... (1— =") 


развернуть в ряд, общий член которого равен №5”, то коэфициент № укажет, сколь- 
кими различными способами может получиться число п при сложении чисел 1, 2, 3, 
4,..., т. Если же развернуть выражение 


27 {т -- 1) 
м 2 


(1—2) (1 — 22) (1—2)... (1— =”) ? 


2т (т -- 1) 
©? Ш —- 
то общий его член будет равен №х з3 ; здесь коэфициент № укажет, сколькими 


т (т 1) ле 
различными способами число п 5“ может быть разбито на т неравных частей. 


Отсюда вытекает теорема: 
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ча чл питты 


————щ—Ш—Ш—Ш—б6Ш68———— } 


Сколькими различными способами может получиться число п путем сложе- 
ния из чисел 1, 2, 3, 4, ..., т, столькимь ке способами может дъить раздито 


т (т <. 
число пи ЕЬ на т неравных частей. 


313. Изложив разбиение чисел на неравные части, рассмотрим также такие раз- 
биения, цде не исключается равенство частей; эти разбиения получаются из выражения 


1 


пам ам аа игл. 


Пусть при развертывании путем деления получится 
й=1--Ра-|- 9г?-- Вг3 | 5 -- 725 и т. д. 


Ясно, что если вместо 2 подетавить хг, то получится. 


1 


(1 — 2222) (1 — 432) ( — 442) (1 — 122) и т. д. — (1 — #2) 2. 


Произведя в развернутом ряде ту же подетановку, получим 


(1 — 22) =1-- Руе -Р 01222 -- Ва3гз - бала ит. д. 


Помножив ряд для 7 на 1 — 12, найдем 


(11—22) =1-- Ре- 02? -- Аг -- бани т. д. 
— 12 — Рт2? — 05х23 — Вл\А—и т. д, 
Сравнение дает 


Ре, ое, В, ны 


1-х 


откуда для Р, 0, В, 5 ит. д. получаются следующие значения: 


2 


“—п=эа—9’ 


23 
==», 
8 — 2 
(—2) 1-м а-—-з\— а) 
и т. д. 


314. Выражения эти отличаются от приведенных выше только тем, что злесь 
числители имеют меньшие показатели, чем в предыдущем случае. Поэтому ряды, 
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получающиеся при развертывании, в отношении коэфициентов совершенно сходны, 
что видно было из сравнения 8 300 и 304, но лишь теперь становится понятной 
причина этого. Отсюда вытекают теоремы, подобные полученным ранее, & именно: 


Сколькими различными способами может получиться путем сложения число 
п из чисел 1, 2, столькими же способами можно разбить число п--2 на две части. 


Сколькими различными способами может получиться путем сложения число в 
43 чисел 1, 2, 3, стольвими же способами можно разбить число п--3 на три 
части. 


Сколькими различными способами может получиться путем сложения число в 
443 чисел 1, 2, 3, 4, стольвими же способами можно разбить число п-- 4 на четыре 
части. 

И вообще будет иметь место, теорема: 


Сколькими различными способами может получиться путем сложения число 
п из чисел 1, 3, 8,..., т, столькими же способами можно разбить число п-- т на 


т частей. 


315. Если же спрашивается, сколькими способами можно разбить данное число 
на т неравных частей или на т частей как неравных, так и равных, то оба 
вопроса разрешалея, если будет известно, сколькими способами может получиться 
путем сложения всякое число из чисел 1, 2,\3,4,..., т; этозвидно из следующих тео- 


рем, которые выведены из предыдущих. 

Число п можно разбить на ‘т неравных частей стольвими способами, своль- 
ими может получиться путем сложения число Ш" ео из чисел 1, 28, 3, 
4,..., т. 

Число п можно Фазбить на т равных или неравных частей столькими стпо- 
собоми, сколькими может получиться путем сложения число п— т из чисел 1, 2, 
3,...) т. 

Отсюда, далее, следуют теоремы: | 

Число п можно разбить на т неравных частей ‘столькиии способами, сколь- 

7% (т — 1) | ., 
хими число п №0жЖно Фазоить на т равных или неравных частей. 

Число п можно разбить на т неравных или равных частей столькими спо- 

т (т — 1) 


собоми, сколькими чивлр п можно разбить на т неравных частей. 


316. Образуя рекуррентные ряды, можно найти, сколькими различными спосо- 
бами может получиться путем сложения данное число п из чисел 1, 2, 3,..., т. 
Для этого надо развернуть лребь 

| _1 
1 — 1) (1 — 22) (1—28)... @—=”) 


и рекуррентный ряд и продолжить: его вилоть до члена №"; коэфициент № ‘укажет, 
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“ 


сколькими способами может получиться путем сложения число ® из чисел 1, 2, 3, 4,..., т. 
Но этот способ решения будет представлять немалую трудность, даже если числа 
т и п будут умеренно большими; именно, шкала отношения, которую дает знаме- 
натель, развернутый путем умножения, состоит из большого числа членов; поэтому 
продолжить ряд достаточно далеко весьма затруднительно. 


317. Это исследование будет менее, трудным, если сперва разобрать более 
легкие случаи; от них уже легко будет перейти к случаям более сложным. Пусть, 
общий член ряда, который получается из дроби 


1 
(1—2) (1 — 22) 1—2)... (— м”)? 


будет равен №”, и член ряда, получаемого из 


д 


(2—2)... а”) 


будет Л[5”; здесь коэфициент ЛГ укажет, сколькими различными способами может 
получитьея путем сложения число и— ® из чиеел 1, 2, 3, ..., т. Вычтем второе 
выражение из первого; останется 

ОН ЗОО 

(1—2) (1—2?) 1—2)...(—="—\)’ 


ясно, что общий член ряда, который получится отсюда, будет (М— М)х’; поэтому 
коэфициент № — М укажет, сколькими различными способами можно\ получить путем 
сложения число п из чисел 1, 2,3, ..., т—\. 


318. Отеюда получаем следующее правило: 
Пусть Г, будет число спосодов, посредством которых может получиться путем 


сложения число п из чисел 1, 2, 3,....тТ— 1 
пусть М дудет число способов, посредством воторых может получиться путем 
сложения число п— т из чисел 1,2, 3,..., т; 


пусть М№ дудет число способов, посредством которых может получиться путем 
сложения число п из чисел 1, 2, 3,..., т. 
Тогда, как мы видели дудет 


Г = М— М, 
и, стало быть, 


№=Г-+ М. 


Поэтому, если мы нашли, сколькими различными способами могут получиться 
числа пи п— т путем сложения, первое — из чисел 1, 2, 3,..., т — 1, а второе — 
из чисел 1, 2, 3,..., т, то, складывая, узнаем, сколькими различными способами 
может получиться число и при сложении чисел 1, 2, 3,..., т. При помощи этой 
теоремы всегда можно будет перейти от простейших случаев, не представляющих 
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ТАБЛИЦА 
————щЩщ———————ы——————»»“»»»»__.__.—ы—ы=ы—ы=—»—»_»_»_—_—_—_—__ 


и шуму | у 1х Хх | 


У$ С и зи и 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2 `1 2 21‘ р 2 2 р р р. р 

3 1 2 3 3 3 3 3 '3 3. 3 3 

4 13 4 5 5 5 5. 5 5 5 5 

5 1 3 5 6 Л. Я Ч 7 7 я Ч 

6 1 4. у 9 10 11 11 11 11 11 11 

1 1 4 8 11 13 14 15 15 15 15 15 

8 1 5 10 15 18 20 21 22 22 22 22 

9 1 Б 12 ‚18 23 | 26 28 29 30 30 30 
10 1 6 14 23 30 35 38 40 41 42 42 
11 1 6 16 21 37 44 49 52 54 55 56 
12 1 т | 19, 34 41 58 65 10 13 15 16 
13 1 1 21 39 57 71 82 89 94 97 99 
14 1 8 24 47 10 90 105 116 123 128 131 
15 1 8 |121 54 84 | 110 | 131 146 157 164 169 
16 1 9 30 64 101 136 |’ 164 186 201 9] 2 219 
11 1 9 33 12 119 163 201 230 252 267 278 
18 1 | 10137 и |. 141 | 199.| 248 288 318 340 355 
19 1 | 10 40 94 164 | 235 300 359 398 493 445 
20 пи 44 |' 108 192 282 | 364 434 |. 1488 530 560 
21 111 48 120 | 221 331 436 556 598 653 695 
22 1 | 12 52 136 955 391 522 638 132 807 363 
23 1 | 12 56 150 | 2917| 454 | 618 764 887 984 1 060 
24 1 | 13 61 169.| 333 | 532 138 919 1076 |. 1204 1308 

_ 95 1 | 13 65 185 379 612 | 860 |! 1090 1291 1455 1586 
26 11 14 | 10 206 | 427 109 | 1009 1297 1549 1 761 1930 
21 1|1м41| 15| 25| 480| 811 | 1115 | 1527 | 1845 | 2119 | 2381 
23 1 | 15 80 249 540 | 931 | 1367 1801 2 194 2534 | '2819 
29 1 | 15| 35| 20| 603 | 1057 | 1579 | 2104 | 2592 | 3015 | 3370 
30 1 | 16 91 | 297 674 | 1206 | 1824 2462 3060 | 3590 | 4035 
31 1 | 16 96 32г | 148 | 1860 | 2098 2857 | 3589 4249 | 4802 
32 1 | 17 | 102 351 831 | 1540 | 2400 3 319 4206 5013 | 5108 
33 1117 | 108 378 918 | 1729 | 2738 3828 | 4904 | 5888 | 6751 
34 1 | 18 | 114 | 4111 1014 | 1945 | 8120 4417 5 108 6912 | 1972 
35 1 | 18 | 120 | 441 | 11145 | 21179 | 3539 | 5066 6 615 8070 | 93713 
| | 


> 


О РАЗБИЕНИИ ЧИСЕЛ НА СЛАГАЕМЫЕ 


273 


Продолжение 


36 1 19 | 127 
371 1 | 19 | 133 
33 1 20 | 140 
39 1 20 | 147 
40 1 21 | 154 
41 1 21 | 161 
42 1 >> | 169 
43 1 22 | 146 
44 1 23 | 184 
45 1 23 | 192 
46 1 24 | 200 
41 1 24 | 208 
48 1 55 | 211 
49] 1 25 | 225 
50 1 26 | 234 
51 1 26 | 243 
59 1 21 | 252 
58 1 27 | 261 
54 1 28 | 211 
55 1 28 | 280 
56 1 29 | 290 
57 1 29 |`300 
53 1 | 30 | 310 
59 1 30 | 320 
60 1 31 | 331 
61 1 31 | 341 
62 1 32 | 352 
63 1 32 | 368 
64 1 38 | 374 
65 1 33 | 385 
66 1 | 834 | 397 
$7 1 34 | 408 
63 1 35 | 420 
69 1 35 | 432 


13 зак. 325. — Эйлер. 


912 
1033 
1089 
1154 
1215 
1285 
1350 


‚ 1425 


1495 
1575 
1 650 
1 735 
1815 
1906 
1991 
2087 
2 178 
2280 
2 376 
2 484 
2086 
2100 
2 803 


11835 


42 692 
13 702 
14 800 
15 944 
17 180 
13 467 
19858 
21301 
22 856 
24 413 
26 207 
28 008 


_ 29941 


31 943 
34 035 
36 308 


81 612 
31316 


39 162 

97539 
106 522 
116 268 
126 692 
131 971 
1500142 
163 069 
176 „13 


13 338 
15 224 
17 354 
19720 
29 380 
25 331 
28 629 
32 218 
36 347 
40881 
45 812 
51 294 
57 358 
64 015 
71 362 
19 403 
88 252 
97 929 

108 527 

120 092 

132 751 

146 520 

161 554 

117 884 

195 666 

214 944 

235 899 

258 569 


°283 161 


309 129 


100 654 
112 80+ 
126 299 
141 136 
157 564 
115 586 
195 491 
211 230 
241 219 
261 507 


296 320. 


321 443 
362 198 
399 105 
440 125 


435 315 


103 296 
116 192 
131 970 
148 847 
167 672 
188 556 
211732 
237 489 
266 00.; 
297 495 
332 337 
370 733 
413 112 
459 713 
511 045 
567 371 
6-29 281 
697 097 
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никакой трудности, в более сложным; этим путем составлена приложенная здесь та- 
блица [59], употребление которой состоит в следующем. 

Если надо узнать, сколькими различными способами можно разбить чиело 
50 на 7Т неравных частей, то в первом вертикальном столбце берем число 


50 —== —22, в верхней же горизонтальной строке — римскую цифру УП; тогда число, 


находящееся на месте их пересечения, & именно 522, укажет искомое число способов. 

Если же спрашивается, сколькими различными способами можно разбить число. 
50 на 7. равных или неравных частей, то в первом вертикальном столбце берем 
число 50—7=43, которому в седьмом столбце соответствует искомое число 
8 946 [60]. 


319. Вертикальные ряды этой таблицы хотя и являются рекуррентными, однако 
имеют очень тесную связь с числами натуральными, треугольными, пирамидальными 
и последующими [61]; изложить эту связь весьма легко. Так как из дроби 


о 
(1 — +) (1 — 22) 


получается ряд 
1--2-- 242 -- 258 | 324 |- 32 -- ит, д., 


а из дроби 
Ч 


(1 — 2) (1 — 27) 
— ряд 
д---- 223 | 254 -- 346 -|- 3468 -- ит. д., 
то, складывая эти два ряда, получим ряд 
1-- 25-Е 322 -- 423 -52*--625-- 726 -|- и т. д., 
который получается путем деления из дроби 


11 
и2яа—= “а 


откуда видно, что коэфициенты этого ряда составляют ряд натуральных чисел. Отеюда, 
полагая х =1, видим, что при сложении членов второго ряда таблицы по два полу- 
чится ряд натуральных чисел: . 


о -Ра----4 РАН 6-6 ит. д. 
о Аб 789-10-11 12- ит. д. 


Обратно, из ряда натуральных чисел находится вышеуказанный, если отнять каждый 
член вышестоящего ряда от следующего члена нижестоящего. 


О РАЗБИЕНИИ ЧИСЕЛ НА СЛАГАЕМЫЕ 275 


320. Третий вертикальный ряд получается из дроби 


1 
(1 —2) (1 — 272) (1 — 23) ` 


1 (1 2) ПЕ ё- 27) 


[ иены) 


(1—2 (1—2)1—2)1—43)’ 


Но так как 


то ясно, что если сперва сложить по три члена этого ряда, & затем опять по два члена 
нового, полученного таким путем ряда, то должны получиться треугольные числа [62], 
как это видно из следующей схемы: | 


ТЕ 3 44 5+ 7+ 8410 12-14-1619 ит. д. 
аа 6 9-12 16--20-- 25-30-36 42-49 ит. д. 
ЕЕ 6-10-15 21+ 28-36-45 555 {66 78-591 ит. д. 


И обратно, нетрудно заметить, каким образом должен получиться вышеуказанный ряд 
из ряда треугольных чисел. 


321. Подобным же образом, так как четвертый ряд получается из дроби 


1 
(1 — 2) (1 — 22) (1 — 23) (1 — 24)? 
то булет 
(1-1 2) (1-2 | 22) Па 2-28) _ 1 
(1—2) (1 — 22) (1 — 23) (1—2)  (1—2)` 


Если в четвертом ряде сперва сложить члены по четыре, а затем в полученном ряде 
по три и, наконец, в последнем по два, то получится ряд пирамидальных чисел, как 
можно видеть из следующего. 


11 24 З- 5 6 9+ 114 154 184 23-4 274 итд 
1+2 4+ 741-416-282 31-6 41-4 53 674 88+ итд. 
113 7413-22484 50-2 70 954-125-161 208 ит. д. 
14-10-20 35-56 -- 84 120-165 {220-286 364 -- ит. д. 


Подобным же образом пятый ряд приведет к пирамидальным числам второго порядка, 
пестой — к числам третьего порядка и так далее. | 


322. Обратно, из фигурных чисел могут быть образованы ряды, встречающиеся 

в таблице, посредством операций, которые сами собой выясняются при рассмотрении 
следующего вычисления: 

Та -- з- ао 6+ те 8 э- 10 ятд. | 

и у П 

1-1 2 24 + + А+ 44 54 бит д. ] 
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7 


1-8 6-10-15 21-- 28-- 36+ 454 55 итд 
1-72 4-- 6 9 12 16 20 25 30- ит. д. Ш 
1-1 2+ за 5 ТЕ 8 10+ 12 итх 
14-10-20 35-5 56/84 120-165 --220-+ ит. д. 
ТЕ 7 13--22-- 34-- 50-- 70-- 95-125 ит. д. 

д 

Д 


эр 


2 а ти 164 23- 31-6 41-4 58 ит у 


1-1 2+ З-- 54 6 9-4 11-4 154 18 ит 
15-15-35 70-126 210-- 330-Р 495 7152 ит.д 
1-4 11-- 24--46-- 80 130-- 200-Р 295 420+ ит. д 
1-3 74144-25 41-- 64-- 95-136 189 итд. 
д 
д 


‘Учаниь поииилинивина ЧАВь, „меломаны 


1-2 4 7-4 12- 18 27-4 38 534 тит 
1-1 2+ 3+ 5 7-4 10- 18-184 28 ит. 


ит. д. 


ЗА ЕО ть. оо ривииииининьнню оожико 
— 


_ Эдесь первые ряды представляют фигурные числа; отнимая любой член второго ряда 

от следующего члена первого, составляем второй ряд. Затем отнимаем по два члена 
‘вместе третьего ряда от следующего члена второго; таким 0образбм получается третий 
ряд; этим же способом, отнимая, далее, сумму трех, четырех и так далее членов от 
следующего члена вышестоящего ряда, мы составим остальные ряды, пока не дойдем 
до ряда, начинающегося с 1-1 1--2-- ит. д.; это и будет ряд, данный в таблице 
иа стр. 272 [63]. 


323. Вертикальные ряды этой таблицы начинаются все одинаково и чем далыге, 
тем больше имеют вначале общих членов. Из этого видно, что в бесконечности ряды 
эти друг с другом совершенно совнадут. Получится ряд, возникающий из дроби 


1 ® 
(1 — 2) (1 — 27) (1 —29) (1 —24) (1 —29) (1 —26) (1—2) ит. д.’ 


так как он рекуррентный, то сперва надо рассмотреть знаменателя для получения 
отсюда шкалы отношения. 
Если перемножить сомножителей знаменателя, то получится 
1 — д — 2-16-27 — д — 216 д 226 — 535 — 540 5! -- и т. д. 


При более внимательном рассмотрении этого ряда оказывается, что в нем содержатся 
. 372 — п 
только такие степени х, показатели которых заключаютея в выражении вида 5 ; 


при этом степени будут отрицательны, если п нечетное, и положительны при #® чет- 
ном [64]. 
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394. Так как шкала отношения есть 
1, --1, 0, 0, —1, 0, —1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, --1, 0, О ит. Д., 


то при развертывании дроби 


1 
(1 — 2) (1— 42) (1 — 28) (1—4) (1 — 25) (1 — 25) (1—=) ит.д. 


в рекуррентный ряд получим 
1-1 -- 252-328-521 | 75-| 1156 -|- 1527 -{ 2228 -- 30279 -[- 4210 -|- 565 -- 
-- 77212 -- 10128 13551 -- 176215 —- 231216 —- 297511 -|- 3854718 -|-- 490519 -|- 
++ 627220 | 792521 10025722 + 1255528 -- 15755 ит. д. 
Каждый коэфициент этого ряда указывает, сколькими различкыми способами показа- 


тель х может получиться из целых чисел путем сложения. Так, число 7 может 
получиться путем сложения пятнадцатью способами: 


7=7, ТАНЯ о Тат, 

‚7 = 6-1, Т=А 1-11, = -а-У, 

7=5--2, 7—3 1, 11-1, 
7=5--1-11, = 2-2, аа 1-11 
7=4- 8, 3-22-11,  7=а-аана-т-1-1. 


325. Если же развернуть произведение 
а-ла-+2ма-+ 2) а-2)а+5)а-) ит. д, 
то получится ряд 
1-х 22-| 228 4-214-- 325-- 446 - 547-628 -|- 849 -|- 1050 | ит. д. 


в котором каждый коэфициент указывает, сколькими различным способами может 
получиться путем сложения показатель х из неодинаковых чисел. Так, число 9 
может получиться при сложении неодинаковых чисел восемью различными способами: 


9—9, 9—6 -- 2-1, 
9—1,  9=5-4, 

9=7-2, 95-1, 
9=е-Р3,  9=4-8- 2. 
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326. Для сравнения этих форм положим 
Р= (1—4) (1—2?) (1 — 293) (1 — #%) (1 — 15) (1 —56) ит. д. 


9=(-2) 1-2) 4+2) а --29 а -98) 1-29) ит.д; 
тогда 
РФ = (1—2?) (1 — 24) (1 —26)'(1 — 298) (1 — 219) (1 —412) ит. д.; 


так как все эти множители заклочаются в Р, то разделим Р на РО; получится 


<= (1—2) (1 —43) (1—2) (1—2) (1 —29) ит. д., 
пи, следовательно, 


Ш 1 О 
=И—5-и—-(-(= Ех. 


Если развернуть эту дробъ, то получится ряд, в котором каждый коэфициент укажет, 
скоЛЬЕИМИи различными способами может получиться показатель х при сложении не- 
четных чисел. Так как это выражение равно рассмотренному в предыдущем параграфе, 
то отсюда следует теорема: 


Сколькими различными способами данное число может получиться путем сло- 
жения из всех целых неравных между собою чисел, столькими сповобами то же 
самое число может быть получено путем сложения из чисел только нечетных — 
одинаковых или различных. 


327. Мы раньше видели, что 
Р=1— Ш жа — д — д-р д-р 496 — 486 — 49-и т. Д.; 
если написать 2? вместо т, то получим 
Ро =1— 1? — 24-10 д — 294 — 20-24-1262 — ит. д. 


Поэтому, разделив последнее на предыдущее, будем иметь 


0 = 1 — 272 — м 2-м — 224 090 -| ит. д. 
и — 22 — дб -1 06 — ит. Д.° 


1 . 
Ряд © будет также рекуррентным, причем он получается из ряда ->. путем умножения 
его на 
адм — 421 — ит. д. | 


Действительно, так как согласно 8 324 


5 = 1-Е #- 2252 -|- 328 | 554 725 -| 11468 |- 1527-- 2248 -- 3049 -- и т. д. 
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то после умножения на 
1—4 — 24 -|- 410-114 — ит. Д. 


получится 
1-Е 222 -- 328-574 -- 7х6 - 1148 1527-- 2248 -- 3049 -- ит. д., 
— 212— 243—914 —345— 516 — 1747—1148 — 1549 — ит. д., 
— 244— 2— 22 — 31“— 5218— 149 — ит. д., 
или 


ТЕ х-Е 22 -| 258-254 -- 326-426-557 -- 648 819 -|- ит. л. =. 


Еели известно образование чисел путем сложения одинаковых или неодийаковых ела- 
таемых, то отеюд& будет выведено образование чисел путем сложения неравных, 
а отсюда, далее, образование чисел путем сложения только нечетных. 


328. Остаются некоторые замечательные случаи этого рода, исследование которых 
не совсем бесполезно для изучения природы чисел. Рассмотрим выражение 


аа а-- = а- 2-29) а- 29) ит.д, 


в котором показатели х возрастают вдвое. При развертывании этого выражения полу- 
чается ряд 


Тира - а аб 6 т 28 ит. д, 


Гак как здесь может возникнуть сомнение, будет ли этот ряд итти до бесконечности 
{ 
по геометрическому закону, то придется его исследовать. Пусть 


Р= (1-2) (1-- 27) (1-2) (1-Е 28) (1+ 216) ит. д, 
и при развертывании получается ряд 
Р=1-Нах-|- Вх? -- 128 —- 414 -- в |156 -- чат -- 058 -- ит. д. 
Ясно, что если вместо х написать 22, то получится произведение 


(1-- 2?) (1- 2*) а - 28) (1-Е 216) (1-Р 232) и т. т. 


Произведя такую же подетановку в развернутом ряде, получим 
Р 


а = ЕН ай Е вал -- 128-68 -- гало ба -- и т. д.; 


_помножим на 1-—- 5; тогда 


Р=1-- и -- ал? -- ахз -- Вай -- В5 -Р\у 6-Е ат -Р 628 59 - ит. д. 


— 
“ 
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При еравнении этого значения Р с указанным выше получится 
а=—1, В=а, Ч=а, 6=8, в-=В, =, = ИТ. д. 


стало быть, все коэфициенты будут равны единице, и поэтому развертывание данного 
произведения Р даст геометрический ряд 


Та а -- 28 аа дер ит. д. 


329. Так как здесь встречаются все степени х, и каждая по одному разу, то из 
вида произведения 


(1-2) 1+) а-- а) а- 29 (1-2) ит.д 


—{ ® .› 
следует, что всякое целое число может быть получено из различных членов двойной !'} 
геометрической прогрессии 


1, 2, 4, 8, 16, 32 итд. 
путем сложения, и притом единственным способом. 


Это свойство известно из практики взвешивания; так, если имеются. гири в 1, 2, 
4, 8, 16, 32 и т. д. фунтов, то этими гирями можно взвешивать все грузы, если не 
требуется долей фунта. Так, десятью тирями 1, 2,4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 
512 фунтов можно взвешивать все грузы вплоть до 1024 фунтов, а если прибавить одну 
гирю в 1024 фунта, то этого будет достаточно для взвешивания всех грузов вплоть 
до 2048 фунтов [65]. 


5 - 
330. Более того, из практики взвешивания известно, что даже при помощи мень- 
шего числа гирь, возрастающих в тройной?) геометрической прогрессии, именно, 


1, 3, 9, 27, 81 ит. л. фунтов, 


также можно взвешивать весе грузы, если не нужны доли [66]. Это основано на том, 
что из членов тройной геометрической прогрессии 1, 3, 9, 27, 81 и т. д., если брать 
только различные члены, можно получить путем сложения и вычитания все решительно 
числа; так 


1=1, 5=9—8—1, 9=9, 
2—=3—1, 6=9— 3, 10—91, 
8=3, П=9—8-1,  11=9- 8—1, 
4—3-1 8=9—1, 12 =9--3 

И Т. Д. 


1) То-есть со знаменатблем 2. 
2) То-есть со знаменалтелем 3.. 
| 
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331. Чтобы показать истинность элого, я рассмотрю такое бесконечное про- 
изведение: | 


аа) (аа) (ат) а" -Е1+ 2) итд, 


при развертывании оно даст только такие степени 2, жоторые могут быть образованы 
из чисел 1, 3, 9, 27, 81 и т. д. путем сложения или вычитания. Для того чтобы узнате» 
получатся ли в самом деле\все степени каждая по одному разу, я поступлю так. 
Пуеть 


Р=ит. д. Реж °-- р * -- ав "-а- аа Ва ча 8 ет ит.д. 


ясно, что если написать 23 вместо х, то получится 


Р 


ара о т. д. р -рая 1-4 - Ва ия -- И т. д. 


Отсюда находим 
Р=ит. д-ра “ах аа" -аА- 
+ в-р аа ва? Ч аай | Ва Ва Ва -- ит. д.; 
это выражение при сравнении с вышеуказанным дает 


а==1, Ва, ==, в6==а, е=8, $ =В ит. д. 
И 
а=1, 6=а, с==а, 4=а, е=6 ит. д. 


Итак, отсюда 
Р=т--х а 8 ам о |6 м ит.д. 
Ко Рае б-я "ит.д. 


Яено, что здесь будут встречаться все степени х, как положительные, так и отрица- 
-тельные, и что, следовательно, можно получить все числа из членов тройной геометри- 
ческой прогрессии путем сложения или вычитания; при этом каждое число одним 
только способом. 


ГЛАВА ХУП 


О ПРИМЕНЕНИИ РЕКУРРЕНТНЫХ РЯДОВ К ОТЫСКАНИЮ 
КОРНЕЙ УРАВНЕНИЙ 


332. 'Достославный Даниил Бернулли указал в Записках Петербургской академии, 
т. Ш, на замечательное применение рекуррентных рядов Е нахождению корней уравне- 
ний любой степени [67]; так, он показал, каким образом при помощи рекуррентных 
рядов можно выразить значения корней любого алгебраического уравнения какой бы то 
ни было степени весьма близко к истине. Тав как это открытие часто приносит весьма 
большую пользу, то я решил изложить его здесь более обстоятельно, чтобы было 
видно, в каких случаях его можно применять. Дело в том, что иногда сверх 
ожидания оказывается, что посредетвом этого метода нельзя узнать никакого корня 
уравнения. Поэтому, для более ясного представления силы этого метода, исследуем, 
на основании свойств рекуррентных рядов, весь фундамент, на который он опирается. 


333. Так как всякий рекуррентный ряд получается из развертывания некоторой 


рациональной дроби, то пусть эта дробь будет равна 


а-- 62 - с2? + 423 - е-*-- ит. д. 


1 — «2 — В22 — 123 — 024 — ит. д. 


оттуда получается рекуррентный ряд 
А--.Вг-- (2? Оз -- Е -- Её -- ит. д.; 


его коэфициенты А, В, С, ПР ит. д. определятся так: 


А = а, 
В=оА--Ь, 
С =оВ-НВА- с, 


Р=ос Е вВ--тА-На, 
Е ар С В--8А-е 


и т. д. 
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Общий же член, т. е. коэфициент степени 2”, найдется из разложения данной дроби 
на простые дроби, знаменатели коих являются множителями знаменателя 


1 — аг — В2? — 4123 — и т. Д., 


как показано в гл. ХШ. 


334. Вид общего члена зависит, главным образом, от свойств простых множителей 
знаменателя, будут ли они действительными или мнимыми, а также будут ли они между 
собою не равны, или два либо более булут одинаковыми. Для последовательного рас- 
смотрения различных случаев положим сперва, что все простые множители знамена 
теля действительны и не равны между собой. Пусть все простые множители знамена- 
теля будут 

(1—2) (1 — 92) (1 —#2) (1 — =) и т.д. 


и данная дробь разложится на следующие простые дроби: 


р 
1—2 


Ъ © ху 
И ЗИ и И: ЗС 
Когда они,найдены, то общий член рекуррентного ряда будет равен 
2" (Эр -- 34" -- 6" Ф 5" - ит. д.); 


примем его равным Р2”; значит, Р будет коэфициентом степени 2”; у следующих же 
членов пусть коэфициенты будут ©, Н ит. д., так что рекуррентный ряд будет 


АР Ве СР р”... Р”- О - В ит. д. 


335. Положим, что ® представляет чрезвычайно большое число, т. е. что рекур- 
рентный ряд продолжен до очень большого числа членов; так как степени неравных 
чисел тем более отличаютея друг от друга, чем они больше, то между степенями Эр”, 
34”, 67” и т. д. будет такое различие, что степень, соответствующая наибольшему из 
чисел р, 4, х и т. д., по величине далеко превзойдет остальные, и те по сравнении 
с нею почти исчезнут, если в будет числом как бы бесконечно большим. Так как 
числа ], 4, хи т. д. между собой не равны, то пусть р будет наибольшим среди них. 
Тогда, если п будет числом бесконечно большим, будем иметь 


Р= Ух”, 


если же я будет числом не бесконечно, & лишь очень большим, то только прибли- 
женно будет Р = р”. Подобным образом будет 


9 = ”*", 
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и, следовательно, 


Отсюда ясно, что если рекуррентный ряд продолжить достаточно далеко, то 
воэфициент любого члена при делении на предыдущий приближенно выразит значение 
наибольшей буквы 2. | 


336. Итак, если у данной дроби 
а-+ 52 -- сг? -- 423 ит. д. 
1 —а2 — 82? — 123 —08.4 — ит. д. 
в знаменателе все сомножители простые, действительные и не равные между собой, 
то из  получающегосея отсюда рекуррентного ряда можно будет узнать один 
простой множитель, именно 1— рг, в котором буква р имеет самое большое 
значение. При этом коэфициенты числителя! 4, Ъ, се, али т. д. не играют роли, но, 
каковы бы они ни были, для наибольшей буквы р найдется одно и то же верное знз- 
чение. Верное же_значение р обнаружится лишь тогда, когда ряд будет продолжен 
до бесконечности; когда получены уже многие его члены, то значение р найдется 
тем ближе, чем больше будет число членов и чем более буква р превосходит осталь- 
ные 4, х, $ и т. д.) при этом безразлично, будет ли эта буква р сопровождаться 
знаком плюс или минус, так как степени ее возрастают одинаково. 


337. Теперь в достаточной степени выясняется, каким образом это исследование 
может быть применено к нахождению корней какого-либо алгебраического уравнения. 
Зная множители знаменател: 


1 — «г — 922 — 23 — 624 — и т. д., 


легко указать корни уравнения 


1 — 92 — В=? — 128 — 024 — ит. д. =0, 


так что, если множитель будет 1 —рг, то один корень этого уравнения будет 2 == 1. 
^ р 


Так как из рекуррентного ряда найдется наибольшее чиело р, то тем\ самым получится 
наименьший корень уравнения . 


1 — 02 — 82? — 423 — ит. д. = 0. 


1 
Или если положить 2 = = чтобы получилось уравнение 
ИД 7% —1 т— 2 п —3 


х — 0х 1% — ит. д. =0, 


то посредством того же метода получится наибольший корень этого уравнения х — ф. 
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338, Итак, нуеть дано уравнение 


ава" и т. д. = 0, 


‘ 


у которого все корни действительны и не равны между собой; наибольший из этих 
корней найдется охедующим образом. Составим из коэфициентов этого уравнения дробь 


а-- 2 -- с22 -- 423 -- ит. д. 
] —а2 —8В 2? — 123 — 621 — ит. д. 


и отсюда образуем рекуррентный ряд, беря числитель произвольно или, что то же, при- 
нимая начальные члены произвольными; пусть этот ряд есть 


А-В О-о... + РО ит. д. 


Тогха, дробъ 9 даст значение наибольшего корня х данного уравнения тем ближе, 
чем больше число #. 


ПРИМЕР 1 
Пусть дано уравнение 
надо найти наиболыний его корень. 
Составим дробь 
а--ф2 _ 
1—32— 2? ? 


откуда, взяв в качестве первых двух членов 1, 2, получим рекуррентный рях 


1, 2, 71, 28 176, 251, 829, 2738 ит. д. 


Следовательно, 
2138 


829 


будет приближенно равно наибольшему корню данного уравнения. Значение же этой 


`дроби в десятичных долях есть 
3,302 7744. 


Истинный же максимальный корень уравнения равен 
3-18 — 3,302 7756; 


он превышает найденный только на одну миллионную часть. Надо, впрочем, заметить, 


что дроби е будут попеременно то больше, то меньше истинной величины корпя. 


р. 
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ПРИМЕР 2 


Пусть дано уравнение 
3% —428 = 


|на 


корни которого выражают синусы таких трех дуг, что утроенный синус каждой из них 

1 
равен 5”. 
Приведя уравнение к виду 


0 =1— 65 + 84231), 


станем искать наименьший корень, чтобы остаться при целых числах и не иметь 
1 
надобности вместо х подставлять -. Составим дробь 


а-- 6х -—- с? 
1 —6х х - 323 


из которой, взяв произвольно в качестве начальных трех членов 0,0,1, так как этим 
путем вычисление очень облегчается, получим следующий рекуррентный ряд, причем 
мы опустим самые степени х, потому что нужны только коэфициенты: 


0, 0, 1, 6, 36, 208, 1200, 6 912, 39808, 229248. 


Таким образом наименьший корень уравнения приближенно равен 


39 808 311 
299 248 — 1191 — 0,178 6460 


и должен быть синусом угла 10°; этот же синуе по таблицам равен 0,173 6482; он 
22 
10000 000 ° 


- 1 
Тот же корень можно найти легче, положив х == 5 У, что приводит к уравнению 


превышает найденный корень на 


1 —Зу * + \3 =0; 
поступая с ним таким же образом, получим ряд 
0, 0, 1, 3, 9, 26, 715, 216, 622, 11791, 5151 ит. д. 


следовательно, наимёньший корень уравнения приближенно будет 


119 _ 199 
У— 5157 — 58 


= 0,347 2949, 


1) Звездочкой Эйлер отмечает отсутствие члена следующей по порядку степени, в дан- 
вом случае ` ` 
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откуда 


#= 5у==0,173 6415; 


значение это почти в три ‘раза ближе предыдущего. 


ПРИМЕР 3 


Требуется найти наибольший корень того же уравнения 


0=—=1— 65 + 8428. 


орз 


Положим х = =; тогда 


Наибольший корень этого уравнения найдется из рекуррентного ряда, шкала 
отношения которого есть 0, 3, —1, откуда, взяв начальные три члена произвольно, 


получаем 
1111,2, 2, Б, 4, 13, 1, 35, 8, 98, —11 ит. д. 


Так как в этом ряде мы пришли к отрицательным членам, то это указывает, что 
наибольший корень будет отрицателен, именно, 


х = — $1 70° = — 0,939 6926. 


Поэтому и в начальных членах надо считаться с этим, что можно сделать так: 


1, —2, 44, —71, +14, — 95, 449, —89, 172, — 8316, 605 ит. д., 


откуда, 
— 605 — 605 __ 


9 — 516 > И 2 = 645 == — 0,951, 


что сильно уклоняется от истины. 


339. Причина этого отклонения заключается, главным образом, в том, что кор- 
нями данного уравнения являются 


эт 10°, 5т 50° и — 531 70°; 


оба, больших корня отличаются друг от друга так мало, что в степенях, до которых. 
мы продолжили ряд, второй корень `5т 50° будет сохранять значительное отношение 
к наибольшему корню, и поэтому не исчезнет по сравнению с ним. Скачок зависит 
также и от того, что найденные значения становятся попеременно то слишком боль- 


шими, то слишком малыми. Так, если взять 
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188—909, 


12 `` 86 


Так как степени наибольшего корня становятся попеременно положительными и отри- 
цательными, а степени второго корня также попеременно прибавляются и уничтожаются, 
то, чтобы эта разница стала нечуветвительной, надо продолжить ряд гораздо дальше. 


340. Другим средством избавиться от этого неудобства может послужить пре- 
образование уравнения при помощи удобной подстановки в другой вид, при котором 
корни не будут уже столь близкими друг к другу. Так, если в уравнении 


0=1— 62-Е 827, 


корнями которого служат — т 70°, -- эт 50°, --зт 10°, положить х=ир— 1, то 
корнями получающегося уравнения 


0 = 8/3 — 2492 -- 189 —1 


будут 1 — $1 70°, 1-1 50°, 1-Е 511 10°; его наименьший корень ‘будет 1 — эт 70°, 
между тем как з170° был наибольшим корнем предыдущего уравнения; далее, 
1-- 311 50° теперь является наибольшим корнем, тогда как раньше т 50° был еред- 
ним. Этим путем любой корень посредетвом подстановки может быть преобразован 
в наибольший или наименьший корень нового уравнения и, следовательно, может быть 
найден при помощи изложенного здесь метода. Так как, кроме того, корень 1 — $1 70° 
в этом примере гораздо меньше двух остальных, он также легко найдется прибли- 


женно посредством рекуррентного ряда. 


ПРИМЕР 4 


Найти наименьший корень уравнения 


0 = 893 — 24? --18у—1, 


который при вычитании из единицы дает синус угла 70°. 


1 
Положим у = 2, тогда 


0— 23 — 622 92— 1; 


наименьший корень этого уравнения будет найден из рекуррентного ряда, шкала отно- 
шения которого есть 9, —6, —-1; для нахождения же наибольшего корня в качестве 
шкалы отношения надо взять 6, —9, -|-1. Значит, для наименьшего получается ряд 


1, 1, 1, 4, 31, 256, 2122, 11593, 145861 и т. д. 
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итак, приближенно 


11 598 
И 

у==0,060 307 41, 
откуда 


эт 70° =1 — у =0,939 692 58, 


что не отличается от истины даже в последнем знаке. Из этого ‘примера видно, какую 
пользу приносит удобное преобразование уравнения путем подетановки при нахо- 
ждении корней, & также, что при пользовании подобными преобразованиями изложен- 
ный метод оказывается пригодным не только для нахождения наибольших и наимень- 
их корней, но может дать также все корни. 


341. Когда какой-либо корень данного уравнения заранее приближенно известен, т. е., 
скажем, если число Ё весьма мало отличается от какого-либо корня, то полагаем х — Е = 
или 1=/-—- 6; этим путем получится уравнение, наименьший корень которого будет 
равен х — 1; он определится посредством рекуррентного ряда и притом без всякого 
труда, так как корень этот гораздо меныше прочих; если к нему прибавить А, то полу- 
чится истинный корень х данного уравнения. Этот прием может применяться столь 
широко, что если даже уравнение содержит мнимые корни, он сохраняет свое значение. 


342. Особенно же необходим этот прием нахождения корня в том` случае, когда 
имеется равный ему, но с обратным знаком. Другими словами, если уравнение, наибольший 
корень которого есть р, будет иметь корень — р, то хотя бы мы продолжили рекур- 
рентный ряд до бесконечности, однако этот корень р никогда не будет получен. Для 
пояснения этого на примере пусть дано уравнение 


18—22 — 5-5 =0, 


наибольший корень которого есть У5, но кроме него имеется также — 5. Если ДЛЯ 
нахождения наибольшего корня мы применим указанный выше способ и образуем 


рекуррентный ряд по шкале, отношения 1, 5, — 5, именно, 


1, 2, 3, 8, 13, 38, 63, 188, 313, 938, 1563 ит. д., 


то мы не придем ни к какому постоянному отношению. Члены через один дают одно 
и 10 же отношение; если любой из них разделить на предыдущий, то получится квад- 
рат наибольшего корня; так, приближенно будет 


5 _ 1568 _ 988 _ 318 


313 188 — 63 


Во всех тех случаях, когда члены только Через один образуют постояйное отно- 
шение, получается приближенно квадрат искомого корня. Сам же корень 5 = 5 будет 
найден, если положить х =у--2, откуда получитея уравнение 


1— Зу— 5 — у =0; 


19 Зак. 3250. — Эилер. 
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наименьший его корень будет найден из ряда 


1,1, 1, 9, 33, 145, 609, 2585, 10945 ит. д. 


и приближенно будет равен 
2 585 


10 945 =—- 0,2361, 


а 2,2361 приближенно равно У, что представляет наибольший корень уравнения. 


‚ 348. Хотя чиелитель дроби, из которой получается рекуррентный ряд, зависит от 
нашего усмотрения, однако удобное его составление по большей части способствует 
быстрому нахождению приближенной величины корня. Если принять относительно мно- 
жителей знаменателя сделанное выше предположение ($ 334), то общий член рекуррентного 
ряда равен 

2” (р Е За" + 6" и т. д.); 


коэфициенты %, %, © ит. д. определяются при помощи числителя дроби; здесь может 
случиться, что 3{ получит либо большое, либо малое значение; в первом случае нам- 
больший корень р находится быстро, в последнем же — медленно. Но можно принять 
числитель даже таким, чтобы 3 вовсе исчезло; в этом случае ряд, при продолжении 
даже до бесконечности, никогда не даст наибольшего корня р. Это бывает, когда 
числитель выбирается так, что сам он имеет тот же множитель 1-—-р2, и таким 
образом этот множитель вовсе выпадает из расчета. Так, если Дано уравнение 


183—642 10%—8==0, 


наибольший корень которого равен 3, и отсюда составить дробь 
1 — 32 
1— 62-4 102 — 32 


так что шкала отношения рекуррентного ряда будет 6, —10, 3, то получим ряд 


1, 3, 8, 21, ББ, 144, 377 ит. д. 


члены этого ряда вовсе не приближаются к отношению 1:3. Этот самый ряд получается 


из дроби 
1 


1 — 32 - 22 


и поэтому дает наибольший корень уравнения` 
2—3 --1=0. 


344. Числитель можно выбрать даже так, что посредством рекуррентного ряда 
можно будет найти любой корень уравнения; это бывает, когда числитель представляет 
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произведение всех множителей знаменателя, за исключением того, которому соответетвует 
желаемый корень. Так, если в предыдущем примере взять числителем 1— 32-22, 
то дробь 
1 — 32 2 
1 — 62 - 1022 — 323 
хаст рекуррентный ояд 
1, 3, 9, 27, 81, 243 ит. д., 


который, будучи геометрическим, тотчас указывает корень х==3. Дробь же эта равна 


простой 
1 


1— 32‘ 


Отсюда видно, что если начальные члены, которые можно задать произвольно, 
выбрать так, чтобы они составили геометрическую прогрессию, показатель которой 
будет равен одному корню уравнения, то тогда весь рекуррентный ряд будет геомет- 
рическим, и поэтому он даст этот самый корень, даже если тот не будет ни наиболь- 
шим, ни наименьшим. 


345. Для того чтобы при отыскании при помощи рекуррентного ряда наибольшего 
или наименьшего корня у нас не получился, сверх ожидания, какой-либо другой 
корень, следует выбрать такой чиеслитель, который не имел бы со знаменателем 
никакого общего множителя; это будет, когда мы в качестве чиеслителя возьмем еди- 
ницу, откуда первый член ряда будет равен единице, а по нему посредством шкалы 
отношения. определятся все следующие. Этим способом, действительно, всегда будет 
получен или наибольший, или наименьший корень уравнения, смотря по заданию. 

Так, если дано уравпение 


3 *«— Зу--1=0 


и надо найти ваибольший его корень, то по шкале отношения 0, —_3, —1, начиная 
с единицы, получается следующий рекуррентный ряд: 


1, —0, 3, — № 9, —6, 28, —27, +90, —109, 297, —417, 11000, 


—1548, 3417, —5644 ит. д.; 


он сходитоя к постоянному отношению и показывает, что наибольший корень отрица- 
телен, причем приближенно 


__— 5644 _ 
3411 — 


но он должен быть равен — 1,879 3852. Выше приведено соображение, почему прибли- 
жение к истине происходит так медленно; именно потому, что другой корень немногим 
меньше наибольшего и вместе с тем положителен. 


—- 1.651741: 


19* 
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346. Если взвесить тщательно то, что мы сказали, как вообще, так и примени- 
тельно к указанным примерам, то можно вполне убедиться в весьма большой пользе 
этого метода при нахождении корней уравнений; искусственные же приемы, при 
помощи которых я сократил процесс и которые могут его ускорить, также показаны 
в достаточной мере; так что сверх этого прибавить нечего; остается только разобрать 
случаи, когда уравнение содержит равные или мнимые корни. Положим, что знаменатель 
дроби 

а-- 62 -|- сг? -- 423 Тит. д. ‹ 


———_ ка - 


1 — а: — В? —123 —824 — и т. д. 


имеет множитель (1 —12)?, тогда как остальные суть 1 —412, 1—2 и т. д. Общай 
член получающегося отсюда рекуррентного ряда будет 


2” [(п-- 1) р" Е Зр” -- 69” Ри т. д.]. 


Чтобы определить, какое значение примет этот ряд при чрезвычайно большом и, надо раз- 
личать два случая: один, когда р больше остальных чисел 4, гит. д., другой, когда р 
не дает наибольшего корня. В первом случае, когда р является одновременно наи- 
болыпим корнем, остальные члены Ър”, 64” и т. д., веледетвие наличия коэфи- 
циента ®-- 1, не могут исчезнуть по сравнению с ним так быстро, как раньше; если же 
9> 2, то также не скоро исчезнет член (и -- 1)” по сравнению е 64” [68], и тогда 
определение наибольшего корня становится очень утомительным. 


ПРИМЕР 1 


Дано уравнение 


23 — 324? --4=0, 


у которого наибольший корень 2 встречается дважды. 


Будем искать изложенным выше способом наибольший корень путем разверты- 
вания дроби 


1 
1—3 * +423 ? 


она даст следующий рекуррентный ряд: 


1, 3, 9, 93, БТ, 135, 813, 711, 1598 и т. д., 


где каждый член при делении на предыдущий‹ дает частное, большее, чем 2. Причину 
этого весьма легко видеть из общего члена; именно, если отбросить в нем члены 64” 
и т. д., то член, соответствующий степени 2”, будет равен 


и Пр" Эр", 
&`следующий равен 


(пе 299” + Вр" т". 
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————— д ———А—А—даА—АА——/—/—/ААА/А/—/ А /-— 


последний при делении на предыдущий дает 


(2% -1- 2) 9 -- В 
ОЕ Р 


если только 7 не возросло до бесконечности. 


ПРИМЕР 2 
Дано уравнение 
29 — 42 — 55—38 =0, 


наибольший корень которого равен 3, остальные два’2одинаковы и равны — 1; 
требуется найти наибольший корень посредством рекуррентного ряда со икалой отнб- 
шения 1, —--5, --3; получаем 


1, 1, 6, 14, 47, 135, 419, 1298 и т. д; 


этот ряд быстро даег значение 3, потому что степени меньшего корня — 1, даже: 
при умножении на *-|-1, довольно быстро исчезают го сравнению со степенями тройки. 


ПРИМЕР 3 
Еели же дано уравнение 


28 2—8 — 12 =0, 


| ` 
корнями которого являются 3, —2, —2, то наибольший из них обнаружится гораздо 
позднее. Именно, получится ряд 


1, —1, 9, —5, 65, 3, 457, 347, 3345, 4916 итд 


который придется продолжить весьма далеко, прежде чем станет яено, что корень, 
который должен из него получиться, равен 3. 


347. Подобным образом, когда равны три корня, так что один множитель знаме- 
нателя будет (1 — рг)3, а остальные 1— 42, 1—2 и т. д., то общий член рекуррент- 
ного ряда будет равен 


2" ЕЯ Ур” -+ (в 1) Вр" -- бр" 39" - бу" и т. д. |. 


Если р будет наибольшим корнем, & ® — числом, настолько большим, что степени 4”, 
’” ит. д. иочезнут по сравнению с р”, то тогда из рекуррентного ряда получится 
корень, равный 


5 (+3) 93) %4-- (п +2) --6 


а ь 
Зее) У (п 1) 8 +6 
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который укажет истинное значение р, если число 7 будет весьма большим и как бы 
бесконечным. Это значение корня будет равно 


(и 2) 9-3 
ыы Р. 
э ®Н®-т2) “(УЗ 6 
Если же р не будет наибольшим корнем, то нахождение наибольшего корня будет еще ` 
несравненно более затруднительным; отсюда следует, что уравнения, содержащие 
равные корни, гораздо труднее решаются поесредотвом этого метода рекуррентных 
рядов, чем в случае, когда все корни между собою не равны. 


348. Посмотрим теперь, как должен быть составлен рекуррентный ряд, продол- 
жаемый до бесконечности, когда знаменатель дроби имеет мнимые множители. Пусть 


у знаменателя дроби 
а -- 92 -- сг? -- а - ит. д. 


1 —а2 — В2? — 123 —524—и т. д. 


действительные множители будут 


1 — 42, 1—2 и Т. Д., 


и, сверх того, еще есть трехчленный множитель 


1 — 2 уг с05Ф -- 1227, 


содержащий два простых мнимых множителя. Если рекурренгный ряд, получаемый, 
из этой дроби, будет 


А Ва-- ОР ЬР-... + Рг”- от" и т. д.) 


то на основании изложенного выше коэфициент Р равен 


м м м тит д. 


и 


Если число р будет меньше одного из прочих 4, хит. д., так что наибольший корень 


уравнения , 
—1 —2 — 
даа" Ва" “д” ит. д. =0 


будет действительным, то он посредством рекуррентных рядов найдется так же, как 
если бы вовсе не входили никакие мнимые корни. 


349. Итак, нахождение наибольшего действительного корня ‘не будет затруднено 
наличием мнимых корней, если последние будут таковы, что произведение двух из них, 
составляющих действительный множитель, не будет больше квадрата наибольшего 
корня. Еели же будут входить два мнимых корня такие, что их произведение будет 
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равно или больше квадрата наибольшего действительного корня, то изложенный выше 
метод исследования ничего не даст, потому что степень р" по сравнению с подобной 
степенью наибольшего корня никогда не исчезнет, даже если бы ряд продолжить до 
бесконечности. Здесь уместно привести примеры для иллюстрации этого. 


ПРИМЕР 1 
Лано уравнение 
43—27 —4=0; 


надо определить наибольший его корень. 
Уравнение это разлагается на два множителя 


(х— 2) (422% --2); 


отсюда один корень будет 2, а два-других будут мнимыми; произведение их есть 2; 
оно меньше квадрата действительного корня. Поэтому последний может быть най- 
ден по указанному способу. Составим рекуррентный ряд по шкале отношения 0, --2, 
-- 4; получим 


1, 0, 2 4, 4, 16, 294, 48, 119, 192, 416, 839 ит.д. 


откуда вполне удобно можно узнать действительный корень 2. 


ПРИМЕР 2 
Дано уравнение 
23—42? --8х —8==0, 


один действительный корень которого есть 2, произведение же двух мнимых равно 4, 
т. е. равно квадрату действительного корня 2. 

Станем искать корень при помощи рекуррентного ряда; для упрощения поло- 
Жим 1 =2у, так что получится 


уз — 2 -|-2у—1=0; 
о*сюда получается рекуррентный ряд 


1122 10,0, 1 2, 2, 1 0, 0, 1 2, 2, Тит д.; 


так как в нем постоянно повторяются те же члены, то отсюда можно лишь заключить, 
что илй наибольший корень не будет действительным, или же имеются мнимые 
корни, произведение которых равно квадрату действительного корня или превосхо- 
дит его. 
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ПРИМЕР 3 


Дано уравнение 
23 — 342 4%— 2 ==0, 


действительный корень которого есть 1, произведение же мнимых равно 2. Составим 
по шкале отношения 3, —4, --2 ряд 


1, 3 5 5, 1 -7Т — 1, —1 + 35, 65, 05, Тижх: 


так как в нем члены то положительны, то отрицательны, то отсюда никоим образом 
нельзя узналь действительного корня. Перемены такого рода всегда указывают на то, 
что корень, который должен получиться из ряда, будет мнимый; в самом деле, здесь 
степени мнимых корней больше степеней действительного корня. 


4 (В * 

350. Пусть в общей дроби произведение двух мнимых корней р? будет больше 
квадрата какого-либо действительного корня, так что по сравнению с р” остальные 
степени 4”, г” и т. Д. исчезнут, когда число и станет бесконечным. В этом случае 
будет | 

. Свш (п |1 В зшп 
Р == ие $ д" 


т 9 
я . 
__ Саш (п -- 2) $ |+ Звш (п--1) 9 п-1 
ии ри, 
следовательно, 


9 __ Чэт (и + 2) 9-- 8 эт и Оу , 
Р`  Узтаи- 1 у- 8 эти Р. 


Выражение это никогда не дает постоянного значения, даже если х будет беско- 
нечным числом. В самом деле, синусы углов всегда остаются весьма изменчивыми, 
причем бывают то положительными, то отрицательными. 


351. Однако, если подобным образом взять следующие дроби < 2 и ИЗ НИХ 


исключить буквы 3 и 3, то вместе с тем выпадет из расчета и число п; так, полу- 
читея [69] | 


Ру? -|- В = 20р с0з$, | 


откуда 
ог РЕВ, 
подобным образом будет 
608$ — я к 
из сравнения этих двух значений найдем 
`В — 05 


РУ 9-8’ 
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а также 
ОВ —Р5 


Поэтому, если рекуррентный ряд продолжить до тех пор, пока по сравнению 
с р" не исчезнут степени остальных корней, то этим путем может быть найден трехчлен- 
ный множитель 1—272.005 ® -|- 222. 


352. Так как это вычисление может представить трудность недостаточно опытным 


& 


лицам, то я его здесь приведу полностью. Из найденного значения т Получается 


У Рр эт (п -- 2) э-- 3 Ррозт (п + Эо= ЗО зщ (и -- По Оз лю, 


откуда 
3 Язь — Ррзэт (п Шо 
3 Прп (п- 2) 9 — Овт (п --Цо° 


На таком же основании 


__ В зт (п-- Пу— Орзт(®-- 2). 
— Орзш (и 3) 9 — Ввт (п -- 3)? 


ый 
3 
приравняв эти два значения, получим 
0 — 02р зт по зт (п -- 3) о — ОА зщ яо зт (п -- 2) © — 
— РР? зщ (п-- По зт (п -- 3) ф — 92рзт (п-т) озт (и 2) Ф-- 
— 9 Езт (и -- Позт(п-- 1) Ф-- Рор? эт (п-- 2) о зт (п 2) о 


[70]. Но так как 


. . 1 1 
таз в = 5 605 (а— 5) — 5 60$ (а—- 5), 


то будем иметь 
1 со 1 1 
0=5 @:р (605 39 — с054) 5 ФЕ (1 — 0324) -- 5Р@р? (1 — воз 2$); 
по разделении на -9 получим 


(Рр?-Н В) (1 — в0$ 29) = Ор (в05ф— 605 3$). 


По 
05 < — 60$ 29 с03ф-|-- т 2о зто 
И 
с05 З< == 0$ 2< с08 > — м 29 $1 о, 
откуда, 


с0$ ф— 605 5ф = 2 5 20 т ф == 4 (5 э)? с05%: 
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далее, 
1 — 00$ 22 —= 2 (811 $)?, 
‚отеюда 
Рр?-- В = 20р 0059 
И 
Ру? В 
608 == =, 
т 29 
& также 
__ 972 +5 
608 Ф — — ЭВр _ , 


откуда получаются вышеуказанные значения, именно, 


р= В? — 95 И со —_ 25 
02—РЕ — 2У (9:— РЕ) (Е? 93) ` 


353. Если знаменатель дроби, из которой образуетея рекуррентный рад, ‚ имеет 
‘несколько не равных между собою трехчленных множителей, то при взгляде на указан- 
ную выше форму общего члена станет ясно, что нахождение корней будет гораздо 
более неточным. Между тем если найден приближенно какой-либо один действительный 
корень, то его значение получитея гораздо точнее путем преобразования уравнения. 
Положим х равным этому найденному значению илюс у!) и станем искать в новом 
уравнении наименьший корень для у; последний при сложении с нервым значением 
даст истинное значение т. 


ПРИМЕР 4 


Дано уравнение 
28—32 {5х —4=0, 


один корень которого приблизительно равен единице, как видно из того, что при х =1 
получается 


/ 


23 — 342 5—4 = — 1. 


Положим х =1-- 9, тогда 
1 — 2у — 93 =0, „ 


откуда. для нахождения наименьшего корня получится следующий рекуррентный ряд 
со шкалой отношения 2, 0, —-1: 


11 2, 4, 9, 290, 44, 97, 214, 412, 1041, 2296 итд; 


отеюда наименыпий корень у приближенно равен 


1041 


5596 — 0,453 391, 


1) То-есть сумме найденного значения и у. С. 4. 
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так что 
д = 1,453 397. 


Столь близкое значение едва ли может быть получено так легко другим способом. 


354. Если какой-либо рекуррентный ряд подходит, в конце концов, очень близко 
к геометрической прогрессии, то из закона носледовательности тотчае же можно без 
труда узнать, корнем какого уравнения будет частное от деления какого-либо члена 


на предыдущий. Пусть 
Р, 0, В, 5, Тит. д. 


будут члены рекуррентного ряда, весьма удаленные от начала, так что они сливаются 
с геометрической прогрессией; пусть при этом 


Таба -- 19-Е, 


т. е. шкала отношения будет о, 8, 1, --5. Положим значение дроби © — 27; 
тогда, 

Вю б 3 Т 

Б=2°, р=1? и фа! 


при подстановке в предыдущее равенство они дадут 
с ааа ва --е- 8 


отсюда ясно, что частное % дает, наконец, один корень найденного уравнения. На 


это указывает и предыдущий метод; кроме того, он говорит, что дробь $ даст наи- 
больший корень уравнения. 

° 855. Этот метод нахождения корней уравнений часто может также принести 
пользу, ‘когда уравнение будет бесковечным. Чтобы показать это, допустим, что дано 


уравнение 
1 23 55 27 
= — в Рыб 505 КИТ. д 


паименьший корень 2 которого выражает дугу 30°, или шестую чаеть полуокружности. 
Приведем уравнение. к вилу 
83 25 21 
ии т. Д.==0; 
27—60 Га ИТ д =0; 
отсюда получается рекуррентный ряд, у которого шкала отношения бесконечна, 


именно, 


1 1 1 , 
2, 0, 3’; 0, + о, 0, 9590’ О ит. Д., 
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рекуррентный же ряд буде 


23 44 1681 2408 , 
3 3) 60’ 61 


‚ значит, приближенно 


а = = 0,52356. 


Но из известного отношения окружности к диаметру имеем г = 0,523 598; таким обра- 
® [1 ` 3 
зом найденный корень уклоняется от истины только на ес. Это удобно применяется 


в данном уравнении, потому что все корни действительны и при этом от наименьшего 
прочие корни отличаются достаточно значительно. Но так как это условие весьма 
редко имеет место в бесконечных уравнениях, то изложенный метод имеет при их ре- 
шении небольшое применение. 


ГЛАВА ХУШ 


О НЕПРЕРЫВНЫХ ДРОБЯХ [71] 


356. Так как в предыдущих главах я разобрал многое как относительно беско- 
нечных рядов, так и относительно произведений, полученных из бесконечного числа 
сомножителей, то я решил, что будет нелишним прибавить кое-что 0 некото- 
ром третьем роде бесконечных выражений, представляемом непрерывными дробями или 
делениями. Хотя этот род выражений до настоящего времени разработан мало, однако 
мы не сомневаемся, что когда-нибудь применение его весьма широко распространится 
в анализе бесконечно малых. Я приводил уже несколько раз примеры подобного рода, 
в силу которых это ожидание становится весьма вероятным. Но исследование, которое 
я решил вкратце наметить и изложить в настоящей главе, особенно неоценимую 
пользу приносит’в арифметике и общей алгебре. 


357. Непрерывной дробью я называю такую дробь, знаменатель которой состоит 
из целого числа с дробью, у которой знаменатель опять представляет совокупность 
целого и дроби, которая далее составлена таким же образом, причем это состояние 
может либо продолжаться до бесконечности, либо где-нибудь приостановиться. Такого 
рода дробью будет выражение 


в первом из них числителя всех дробей суть единицы — этот вид я, главным образом, 
и буду здесь расематривать, — в другом же числителями служат какие утодно числа. 


358. Описав вид непрерывных дробей, прежде всего надо посмотреть, каким 
образом можно найти их значение, выраженное в обычном виде. Для облегчения нз- 
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хождения его булем действовать последовательно, обрывая сперва на первой, потом 
на второй, затем на третьей и т. д. дроби; этим путем станет ясно, что 


а —а, 
11 ао 1 
ау =", 
- — Четате 
а 1 — еда ва еа 1. 
Те беарь а 
ат 1 — @еде  абе - аде р се {- абе афере 
ь--— |1 — еде Фе де Ре 1 , 
‘Тат | 
е 


ит. д. 


359. Хотя в этих простых дробях не так легко подметить закон, по которому 
числитель и знаменатель составляются из букв а, 6, с, 4 и т. д., однако внималтель- 
ному читателю тотчае станет ясно, каким образом любая дробь может быть образована, 
из предыдущих; именно любой числитель представляет агрегат из последнего чиели- 
теля, помноженного на новую будву, и предпоследнего числителя, взятого самого по 
себе; тот же закон наблюдается в знаменателях. Если написать по порядку буквы а, 
р, с, дит. д., то из них легко составить найденные дроби следующим образом: 


ь с 4 е 
а @ -- 1 фе -а-с афса -- аб | аа са-+ 1 
1’ ББ’ 061 са + ь а 


ит. л.; 


здесь любой числитель получается путем умножения последнего из предыдущих на 
стоящий сверху указатель и прибавления к произведению предпоследнего числителя; 
этот же закон сохраняет силу для знаменателей. Чтобы можно было пользоваться этим 


1 
законом с самого начала, я поставил впереди дробь 5; ХОТЯ эта дробь и не полу- 


чается из непрерывной дроби, однако делает более ясным закон последовательности. 
При этом любая дробь выражает значение непрерывной дроби, продолженной вплоть. 
до буквы, которая следует за предыдущей, включительно. 


360. Подобным образом другая форма непрерывных дробей 
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смотря по тому, на каком месте мы их обрываем, даст следующие значения: 


а —а, 
а ав | а 

“Н т, 
а афе | Ва | ас 

О В 

ар в рва ера 
Ре са Е За 16 

а 
и т. Д.; 


каждую из этих дробей можно найти по двум предыдущим таким образом: 


а [, 2 ы е 

1 Ка аб | а абс -- Ва -- ас афса -- Ва4 -+ ав4 -- ча + ат ит 
ОИ 66-8 ' Бе ва 1% 7 
а В $ Е 


351. Именно, для составления дробей напишем сверху указатели а, 6, с, а ит. д... 


& внизу указатели а, В, 1, бит. д. Первою дробью опять поставим г ‚ второй т; 
тогда любая из следующих получится путем умножения числителя последней на стоя- 
щий сверху указатель, числителя же предпоследней — на написанный внизу указа- 
тель; если сложить оба произведения, то их сумма будет числителем следующей дроби; 
подобным образом ее знаменатель будет агрегатом из последнего знаменателя, помно- 
женного на вышестоящий, и из предпоследнего знаменателя, помноженного на ниже- 
стоящий указатель. Найденная этим путем любая дробь выразит значение непрерывной 
дроби, продолженной вплоть до знаменателя, написанного над предыдущей дробью 
включительно. 


362. Если продолжать эти дроби до тех пор, пока непрерывная дробъ не дает 
всех указателей, то последняя даст точное значение непрерывной дроби. Предшествую- 
щие же дроби все ближе подходят в этому значению и поэтому дают весьма удобное 
приближение. Положим истинное значение непрерывной дроби 


- а 
а и т. д 


[71 


т меньше, 


1 
равным 2; при этом ясно, что первая дробь 5 больше, чем 5; вторая же 


а 
чем 2; третья «---—- опять по величине будет больше; четвертая снова меньше и т. д., 


эти дроби будут попеременно то больше, то меньше х. Далее ясно также, что любая 
дробь подходит ближе к истинному значению х, чем какал-либо из предыдущих [72]; 
отсюда этим путем весьма быстро и удобно получается приближенное значение х, 
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даже если непрерывная дробь продолжается до бесконечности, лишь бы только числи- 
тели о, В, |, бит. д. не слишком возрастали; если же все числители будут равны 
‚единице, то тогда приближение не сопряжено ни с какими неудобствами. 


363. Чтобы лучше усвоить сущность этого приближения Ев истинному значению 
непрерывной дроби, рассмотрим разности найденных дробей. Пропустив тервую т, 


олучим, что разность между второй и третьей равна 


< 8 


«четвертая при вычитании из третьей дает в остатке 


8. 
56 ЕВ) 


‘четвертая при вычитании из пятой Дает в остатке 


Вт 
(фе -- В) (6еа -- Ва 15) 


и т. д. Стеюда значение непрерывной дроби выразится посредством обычного ряда 


членов таким образом: | 


[ аз а3 
= ит рб пт А 


Ряд этот обрывается во всех тех случаях, когда непрерывная дробь не продолжается 
до бесконечности. 


364. Итак, мы нашли способ развертывания любой непрерывной дроби в ряд 
членов, знаки которых перемежаются, если первая буква а исчезает. Так, если 


[Ра 
= В 
С 


Б-- 


< 


| 
з — о 
гит. д, 
то по только что найденному будем иметь 
о ОИ 


о ПО ИИ 
5 Бе В) Г ЕВ) 68 -ВаТ) 


Я — 


а3-5 


— бат ее ар рее) Г ИТ 


'Отеюда, если а, В, 1, би т. д. будут не возрастающими числами, например все будут 
елиницы, знаменатели же а, 6, с, 4 ит. д. будут какими угодно положительными 
целыми числами, то величина непрерывнсй дроби выразится при помощи весьма 
Фыстро сходящегося ряда. 
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365. При внимательном раеемотрении вышесказанного можно, обратно, любой 
ряд с перемежающимися членами обратить в непрерывную дробь, т. е. найти непре- 
рывную дробь, величина которой была бы равна, сумме членов данного ряда. Пусть 


задан ряд 
л—=А— В--С—ОРГЕ—Е- ит. д; 


тогда при сравнении отдельных ‘членов © рядом, полученным из непрерывной дроби, 
найдем 


А — >, откуда &== А, 
В _ В о Вбе 
А 5-8’ = ав, 
С _ т __ (4 (6 + В) 
в вара ту? —ъ(в—д’ 
В __ $ (6 -- В) ; — Ве 6еа-+ Ва + 10) 
С — Ъеае | Вае-- те 8% {88 — (06+ 8(0-—) 
и т. Д., И т. д. 
Но так ЕЗЕ 
__ Вбе 
= в’ 
то И 
, фе =; 
отсюда 
АСса 
-п(@-в0-д’ 
Далее 
АЪеа АСЪса А ВЬс4 
— К ее — __ АВеа _ 
са -|- Ва- ть (Ва 4 10 Ав Г(а-в(В-б (А—В)(В-— 0)’ 
откуда 
фса | ва |- 1% _ Ва 
и: _ В-С 
И 
$ — 3 Бае 
_ (8—0) (6С- Бу 
Подобным образом найдем 
я — СЕеГ —__ 
—6-)ф-в 
ит. д. 


366. Для лучшего уяенения этого закона положим 
Р=, 
9=5 +8, 
в=ыа--3а-—- 15, 
8 = феде -- Вае -- 1%е | 8% -- В8, 
Т == 6сае{-- ит. д., 
7 — сае19-— ит. д. 
и т. д.; 


9( Зак. 3050. — Эйлер. 
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тогда, по закону образования этих выражений, будем иметь - 


@ = Ре--В, 
Е = 9а--1Р, 
5 = Де-Г 60, 
Т = 8 -еВ, 
7 = 19-5 
ит. д. 


Итак, при этих обозначениях получаем 


367. Так как мы положили 


х-= А В-С—О--Е—Р-- ит. л., 


Беря, далее, разности, получим 


аВ+8 
ВУ 


5Т 


а 
А =ъ, а — АР, 
В _В в — 8% 
я“ о’ А’ 
С _1Р СВ 
в В’ Т- ВР’ 
О 59 ‚3 — 99 
сб’ 60’ 
Е _ 8 — ЕТ 
= т, * —= ТВ 
ит 
__ р “(9 —В) ав _ АРе 
А—В- - 9 а=@е’ 
’ _ 08 (В—1Р) _ а84 _ В0а 
В—-“=- ров =тв= В ' 
— 19—89) _ ае _ Се 
С—Р= 089 0  ©6’: 
__ а818 (Т—=В) _ а818Р _ О5Р 
РЕ =- р == 


—- т ит. д. 


== 
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Перемножая эти выражения между собою попарно, получим 


Р - Я А Вса 
(А— 5) (В—0(=авВавк 1 р (“в @—дб 


Ч 


—(В-9с=в 


5 
ч 
Т _ Сре 
В 


' А 
(С—Р)Ф—Е=СреЕт и —=©—-р@-в 


и Т. д. 
| АЪе 
Отсюда, так как Р==6, @ = в ==’ будем иметь 
9, —= 46, 
Вбс 
В = А-В’ 


__ АСва 
1— ад, 


ВПае 
(В С) (С— 2)’ 


с — 


С Ее 


“--=рФ-в 


ит. д. 


368. Когда найдены значения числителей а, В, 1, бит. д., то знаменатели Б, с, 
а, еи т. д. представляются нашему усмотрению; поэтому их следует выбраль так, 
чтобы иони сами были целыми числами и давали целые значения для о, В, 1, бит. д. 
Это зависит также от природы чисел 4, В, С, Пит. д., будут ли они числами 
целыми или дробными. Пуеть они будут целыми числами; требуемому условию можно 
удовлетворить, полагая 


6—1, откуда а«—=А, 
= А— В, == В, 
4 = В— С, = АС, 
е—= С — О, 6 = ВО, 
Г=)р— Е г = СЁ 
и т. д., ит. д 


Поэтому, если 


х=А— В--С--О-Е-Е-- ив. д, 


20+ 
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то это же значение х может быть выражено непрерывной дробью так; 


А 


Я == — В 
1 ту С 


ВТ в б+ 


р. 98. 
Тр Е- ит. д. 


369. Если же все члены ряда будут числами дробными, так что 


1 21 1 1 2 
2-Е +5 + Ь-фавл, 


то для о, В, |, бит. д получатся следующие значения: 
| 


ри | 
=, 
__ Ас 
— В-—А’ 
__ Ва 
"—@-=490—в’ 
а — . (24е 
(С-В Ф-О’ 
—____ 2% _ 
"@Ф-—о- р) 
и 1. Д. 
Положим 
р = А, откуда а=1, 
с — В— А, В = 4*, 
а=— С — В, {== В, 
| е—=)— С 8 == (2 
и т. д., и т. д: 


тогда х выразится такой непрерывной дробью: 


1 


— — 2 
% д+_^ 


—— В? 
ВА, 0? 
— В _ 
С- Тр-д-- ит. д. 
ПРИМЕР 1 
Требуется преобразовать бесконечный ряд 
1 1 1 1 
1-15 итд 


в непрерывную дробь. 


| 


О НЕПРЕРЫВНЫХ ДРОБЯХ 


Имеем 
А=1, В=2, (С=3, О=4 ит. д.; 


так кан значение данного ряда равно 12, то получаем 


1 
= 1 
т, 9 


ПРИМЕР 2 


Требуется преобразовать бесконечный ряд 


к 1 1 1 1 
я =1 75 ТТУ иТтдх, 
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где т означает длину окружности с диаметром, равным единице, в непрерывную дробь. 


Подставляя вместо 4, В, О, О) ит. д. числа 1, 3, 5, 1 и т. д., получим 


1 


ия 
== 1 
“ Ты 


это выражение впервые дал Броункер для квадратуры круга. 


ПРИМЕР 3 


Пусть дан бесконечный ряд 


1 1 1 1° , 
т — т три Ги та Г итд, 


так как. 


А=т, В=т-п О=т тит д., 


то он обращается в такую ‘непрерывную дробъ: 


д; = 


—. 972 ! 
7% —- в -- (т + п)? + (т 2%)? (т Ч 3л)? 


ов итд: 
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перевертывая, получим 


- аж). Эн)? 1+8) + Зи)? 


т итд 
ПРИМЕР 4 


Тав как по напденному выше (5 178) 


ое ° 
п 1 1 1 1 1 
к т пм | п-т  Э—т 5т -- т и Т. Д., 
озш в. 


то для превращения дроби в непрерывную будем иметь 


А=т, В=п—т,'О=п-—т ОФ=жт—тит. д. 


откуда 
5 
008 —— 1 , 
‚ тт — (п — т)? 
паши п—2т-- ——— (п-т)? 
г Вт, (0% — т} 
п — 2т Нч (2% м) 


370. ели члены данного ряда представляют собой произведения с последовательно 
присоединяемыми множителями, так что 


а— -8_ 5—0 _ 
А (Сор 
__ 06 _ Е — ре? 

= ФЕ п 
__ Вса И т 

т—в-00—о’ ^ 

Нолагая поэтому , 
= А, ° откуда а=1, 
се=В— 1, - =, 
4=0—1, — В, 
е—=)— 1, 6 = (С 
р=Е— 1 & — 


и т. д., и т. д., 
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получим 


6-1+ р 
РЕ И т. Д. 


ШРИМЕР 1 


Выше мы нашли, что если е означает число, логарифм которого равен единице, то 


1 1 1 1 1 
= ТЕГ газ Кг ИТД 
ШЛИ 
1 1 1 1 1 
1.5 Гра гоза тг ИТД. 


Этот ряд обратится в непрерывную дробь, если положить 


А=1, В=2, С=3, О=4ит. д; 


яроизведя это, получим 


- 3 
5 | ит. д. 


отсюда, освобождаясь от асимметрии вначале, находну 


ПРИМЕР 2 


Мы нашли также, что для дуги, равной радиусу, косинуе равен 


1 1. т 1 
1—5 ИХ 


2 


Ясли, следовательно, положить 
А =1, В=2, С=12, О=30, Е=56 ит. д., 


и косинус дуги, равной радиусу, положить равным 2х, то 


—\ 1 
1т1+2 17 
п 530 
55-- ит. д. 


312 | ГЛАВА ХУШ 


ИЛИ 
1 1 
И Е 
7 1 +5, 80 
55-- ит. д. 
371. Пусть теперь ряд соединен с геометрическим, т. е. 
х = А— Вг | (2? — Огз-- Е — Е-|- ит. дз 
тогха 
ВПаез 
«= А, в— (В 62)(@—Фа’ 
9 __  Вбеё —__ СЕе]ь_ 
Р= АВ.’ ‘= 
__ А Ссаз и 
"—(“—в)(в=б’ т. д. 
Положим теперь 
р —1, откуда а= А, 
с = А — ВБз, В = В», 
а = В— (2, 1 = АС», 
е = 9 — Оз 6 — ВО» 
и т. д., и т. Д.; 
тогда, 
А 
Х—=-— Ва 
1-- АС2 


(—Фг2-- ит. д. 


372. Несколько обобщая этот случай, положим 


А Ву | СУ РУз 


__ Су Ву . 
= — м. Гм бя ГРА ЕТ. дз 


при сравнении с предыдущим получитея 


АБ 
т, 
__ ВТФсу 
В= АМ2— ВГу” 
—__ АСМ?сауг 
1 — (АМ2— ВГУ) (ВМ: — СМУ’ 
5 ВО №?аеуг 


— (ВМ. —0Му(С0.— Му 
и т. д. 
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Подставим для ©, с, 4 ит. д. следующие значения 


Ь = [,, откуда «= А, 

с = АМг— БГУ, В = ВГУ, 

д = В№г — СМУ, { = АСМЗуг, 

ве = 002 — ОМУ, 6 — ВОМ№ уг, 

г —='ОР. — ЕОу ` в==СЕОЗуг 
и т. д., ит. д.; 


тогда заданный ряд выразится следующей непрерывной дробью: 


4 
Х=—=- ВТРу 
г АМ. — Ву-- И ВОМ№?уг 
УТ 00, —ОМу- ит. д. 


373. Пусть, наконец, данный ряд имеет вид 


А — АВу ‚ АВС? _ АВОСЬ 
д — У | у - у 


т ТМ: Т ТМ тм ГИ т 1 


приэтом получается следующие значения: 


__ я — рМаеуг 
"т — @"—0) ©’ 
в—— Вёсу Е — ЕО? 
— М — Ву’ — (02-— Бу (Р-— Еу) 
СМсауз итд. 


Т— М: — ВУ) (М — 0, 


Для получения же целых значений положим 


Ь — [,=, откуда а= Аа, 

е = М2 — Ву, в = ВТ», 

а — № — (у, { = С Муз, 

е = 0Ог-— Оу, 8= ОМ уе, 

[= Ре — Е\ в —= ЕОуг 
и т. д., ит. д. 


Тогда величина данного ряда выразится так: 
А2` 
Я —= — ВГуг 
и: Е РМуг 
у 02—ГПчу-ф ит. Д., 
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или, чтобы закон последовательности стал ясен с самого же начала, 


Аг __ ВГлг 
АУ = 1 — АУ, ву ОМУ. ОМуг 


№ — бут О; — Ру ит. д. 


374. Этим путем могут быть найдены бесчисленные непрерывные дроби с бесконеч- 
ным числом членов, истинное значение которых может быть обнаружено. Так как, по сказан- 
чому выше, для этой цели можна привлечь бесконечные ряды, суммы которых известны, то 
каждый из них может быть преобразован в непрерывную дробь, значение которой 
будет-равно сумме этого ряда. Приведенных уже здесь примеров достаточно для того, 
чтобы показать это применение; однако желательно указание такого метода, с помощью 
которого могло бы быть непосредственно найдено значение любой данной непрерывной 
дроби. Хотя непрерывная дробь может быть преобразована в бесконечный ряд, сумму 
которого можно определить известными способами, однако ряды эти по большей чаети 
‘бывают так запутаны, что суммы их, хотя бы они и были довольно простыми, можно 
получить лишь с трудом или даже совсем невозможно получить. 


375. Чтобы было яснее видно, что существуют непрерывные дроби, значение 
которых может быть легко определено из другого источника, хотя бы 06 этом значении 
ничего ‘'вельзя было сказать на основании бесконечных рядов, в которые эти дроби 
‘обращалотся, ‚ рассмотрим такую непрерывную дробь: 


все знаменатели которой между собою равны; составим по изложенному выше способу 
‚Хроби 


1 1 1 1 1 
ИИ Г а оО 
ХО 5.5 ТБ. В .5 | 59.10 


—> И т. Д., 


а также 
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Лалее, так как 


1 1 1 ] 
а ГБ Зв РИТХ 


1 1 1 1 
Рав рю Гитд, 
то имеем 


1 1 -1 1 1 
Нар Та вит д: 
если эти ряды даже и быстро сходятся, то все же оумму их по их виду найти нельзя. 


376. Для непрерывных дробей такого рода, у которых знаменатели либо все 
одинаковы, либо все снова и снова повторяются, так что, эта дробъ, если отнять 
от начала несколько членов, все же останется равной всей дроби, существует 
легкий способ выражения их сумм. Так, в данном примере 


= 1 
+1 
Ут 
2 ит. д 

имеем 

ЕВ 

2--=’ 

и, значит, 

2--25==1 
Я 


#-|- 1 = } 2, 
так что значение этой непрерывной дроби равно 


У?— 1. 


Дроби же, полученные раньше из непрерывной, подходят в этому значению все 
ближе и ближе и притом столь быстро, что едва ли можно найти более быетрый 


с©1060б приближенного выражения этой. иррациональной величины посредством рацио- 
29 " 

нальных чисел. Так, вначение У 2—1 столь близко к 26» ЧТО погрешность не заметна; 

действительно, извлекая корень, получим 


У2—1=0,414 213562 37, 


29 _ 
76 = 0,414 285 71428, 


так что погрешность содержится только в стотысячных долях. 


316 ГЛАВА ХУШ 


377. Непрерывные дроби дают весьма удобный способ приближения к значению 
не только У2, но и корней других чисел. Для этого положим 


д=4 1 
Рачл 1 
ат ит. д., 
тогда 
Щл 
аа 
И 
2—-ах=1; 
отеюха 


__ 1 1 о _Т @4-4—а 
= — 5 а-- 1 а га 


Эта непрерывная дробь служит для вахождения величины квадратного корня из числа 
а 4. Отеюда, подставляя вместо а последовательно числа 1, 2, 3, 4 ит. д., найдем 


И5, У2, У13, ИБ, Уз, Уп, У53 и т. д., где эти корни приведены, конечно, к про- 
стейшей форме. Так, будем иметь 


ттт 1 

оОо1 1 2 3 5 _ У5—1 
 ; 1? 5. › 3 5 я тд, 
оо о 9 9 

от 2 Б 1 99 — 

-; 5, 5 › 5, 59 70 и т. д. = ИУ2—1, 
3 3 3 

1? 8’ 10’ 33’ 109’ 36001" а о, 
да 4 4 4 4 

01 4 17 12 30 

1 4 11 т: 305 1205 ит. д. =У6— 2. 


Надо отметить, что приближение будет тем более быстрым, чем больше числа а: так, 
в последнем примере 


1 где 5473 есть знамена ющей 
5413 Д енатель следующей 


Так что ошибка меньше, чем —— 
м › Ч6М тор. 


1292 


хроби дз. 
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№ 
378. Но этим способом могут быть выражены корни только таких чисел, которые 
предетавляют сумму двух квадратов. Для распространения этого приближения на другие 
числа положим 


„—1 1 
Тъ1 1 
аз+— 1 
а 
ь ит. д.; 
тогда 
1 Ро 
ь--х т 
поэтому 
аа? —- «0х =6 
в=— = 1 $ — 46 -- У о - 46 
И они а’Та = 24 * 


Отсюда уже можно найти корни всех чисел. Так, например, если #=2, 6 ==7, то 


— 14-4 У14. 18 


_ —97-+-3 УТ 
4 2 , 


Хх — 


причем значение х приближенно выразят дроби 


2 Ч 2 7 
1 15 112 239 
у 


? 15 ро › 939 э 510 и Т. д. 
Итак, приближенно 
—17--3УТ __ 239 

2 — 510 


И7= м —2,645751 68; 


но на самом деле 
УТ== 2,645 75131, 


3 
так чго погрешность меньше, чем 100000000 ° 


879. Идя далее, го жим 


= 
а 


1 


® [= 


1 
+ 
а-- ит. д. 
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тогда 
в +5. т. а | т (ф-та ас, 
отсюда 
(а -- 1) 22-Р (а Ра—ь-- с) х=%е--1 
и 


__ — а — а- о —с РУ (а Тать-еР- 4, 
т — 2 (6—1) 


здесь количество под знаком радикала опять представляет сумму двух квадратов, 
стало быть, эта форма служит для извлечения корней только из таких чисел, для 
которых была достаточной первая форма. Подобным образом, если знаменатели непре- 
рывной дроби составляют четыре повторяющихся все время буквы а, 6, с, а, то эта 
дробь пригодна не более второй, которая заключала только две буквы, ит. д. 


380. Так как непрерывные дроби могут со столь большой пользой применяться 
к извлечению квадратного корня, то они вместе с тем служат и для решения квадратных 
уравнений, что ясно из приведенных вычислений, где х определялось из квадратного 
уравнения. Но можно, и обратно, легко выразить корень любого квадратноге уравнения 
посредством непрерывной дроби. Пусть дано уравнение 


2? =ах-- 6; 


так как в нем 


то, подставив в последнем члене вместо х найденное значение, получим 


| 
га; 
“Га 


поступая подобным образом, найдем для х выражение в виде бесконечной непрерыв? 
ной дроби 


однако эта дробь не столь удобна для применения, поскольку числители не являются 
единицами. 
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381. Чтобы показать арифметическое применение, заметим сначала, что всякую 
обыкновенную дробь можно обратить в непрерывную. Пусть дана дробь 


где А > В; разделим А на ВБ, и пусть частное равно а, & остаток С; затем разделим 
на этот остаток С предыдущий делитель Б, и пусть получится частное 6 и остаток Г, 
на который енова разделим предыдущий делитель С; таким образом будет продолжаться: 
этот процесс, применяемый обычно для нахождения общего наибольшего делителя чисел А. 
и В, до тех пор, пока он не кончится сам собою; итак, 


В) 4 (а ‚ 
© в 
р) С (с 
Е) р (а 
КИТ. Д., 
и согласно природе деления будем иметь 
А=аВ--С, откуда 2 =а-- <, 
В=- р, =, в=—, 
С В ь И] 
С 
— с _ Е р _ 1 
‘тэ 
@ 
р=аЕ--Е =. =а- Е, Е 1 
Е р а 
тя 
И Т. Д., и т. Д. 


Отсюда, подставляя последующие значения в предыдущие, получим 


А [9 1 1 
== =; =а-- = =а-| = а-- 1 
В В р ь -- Е 
о ‘тр, 


откуда, наконец, х выразится посредством одних найденных частных а, 6, с, 4 ит. д- 
следующим образом: 
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ПРИМЕР 1. 


1461 
59 
дробь, все числители которой равны единице. Производим такое действие, посредством 


какого обычно находится общий наибольший делитель чисел 59 и 1461: 
59) 1461 (24 


Пусть дана дробь ; она следующим образом преобразуется в непрерывную 


118 
_ 281. 
236 
—45) 59 (1 
45 
14) 45 (5 
42 
3) 14 (4 
12 
2) 3 (1 
2 
2@ 
2 
© . 
Из этих частных получится 
1461 од + 1) 
59 т, 1 
Зал 1 
1---. 
р) 
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Десятичные дроби также можно преобразовывать этим способом; пусть дана, дробь 


141 421356 . 


У? == 1,414 218 56 = 590600060; 


ироизводим такое действие: 


100000000 | 141421 356 |1 
82 842 112 | 100000 000 |2 
171571 288 | 41421356 |2 
14 213 560 | 34314576 |2 

2 943 128 1106 180 | 2 
2438 648 5 887 456 | 2 
505 080 1219324 |2 
418 328 1010160 |2 
86 152 209 164 
ИТ. д. 


Из хода действия видно, что все знаменатели будут равны 2, и, значит, 
Ч 1 
Уз =1-- 2+ 1 1 
ат 
2 -- ит. д., 
что известно уже из предыдущего. 
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ПРИМЕР 3 


Особенно заслуживает внимания число е, логарифм которого равен единице и 
которое равно 
е == 2,718 281 828 459. 
Отеюда имеем 
е— 


= `=0,859 140 914 2295; 


эта десятичная хробь при указанном выше снособе преобразования даст следующие 
частные: 

3 591 409 142295 | 10 000 000 000 000 | 1 

8451 545 146224 (8591 409 142295 | 6 


139 863 996 071 1408 590 857 104 | 19 
139 312 557 916 | 1398 689 960 710 | 14 


551 438 155 9950 896 994 | 18 
550 224 488 _ 9955 886 790 | 22 
1213 667 25 010 204 
н т. д. 


Еели продолжать это вычисление значения е до больших степеней точности, то полу- 
чАТея такие чаетные: 


1, 6, 10, 14, 13, 92, 096, 30, 34 итд: 


они, за исключением первого, составляют зрифметическую прогрессию; отсюда ясно, 
что мы получим 


Более отчетливое представление об этой дроби может быть дано лишь с помощью 
исчисления бесконечно малых |74]. 


382. Так как из выражений этого рода могут быть получены дроби, которые 
весьма быстро приводят к истинному значению рассматриваемого выражения, то этот 
метод можно применить к выражению десятичных дробей посредством простых, весьма 
близко к пим подходяших. Даже когда дана дробь, у которой числитель и знаменатель 
являются числами очень большими, то можно найти дроби, состоящие из меньших 
чисел, если и не равные в точноети данной, то отличающиеся от нее очень мало. 
Этим можно легко решить вопрое, рассматривавигийся когда-то Валлиеом, относительно , 
нахождения дробей, выраженных меныпими числами, которые представляли бы зна- 
чение какой-либо дроби, данной в больших чиелах, настолько близко, насколько это 
только возможно при числах небольших [15]. Дроби, получежяые этим нашим методом, 


5] Зак. 3250 — Эйлер. 
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подходят так близко к значению непрерывной дроби, из которой получаются, что нет 
других дробей, состоящих из числителя и знаменателя, не больших, чем эти, которые 
подходили бы ближе. 


ПРИМЕР 1 


Выразим отношение окружности к диаметру столь малыми числами, чтобы его 
нельзя было выразить точнее, не употребляя чисел больших. Если известную десятич- 
ную дробь 3, 141 592 6535 и т. д. развернуть указанным способом непрерывного деления, 
то получатся следующие частные: 


3, Т, 15, 1 292 1 тит. д. 


из них образуются следующие дроби: 


т 
0 2 


5, 2, 8, 35 108908 
1’ 7’ 106’ 118’ 3310 Г Л 

Вторая дробь Показывает уже, что отношение диаметра и окружности приблизительно 
равно 1:3, и оно действительно не может быть дано точнее при числах, не больше 
этих. Третья дробь дает архимедово отношение 7:22; пятая же — отношение Меция, 


4 
которое так близко подходит к истинному значению, что ошибка меньше ЕЕ [76]. 


Впрочем, дроби эти попеременно то больше, то меньше истинного значения. 


ПРИМЕР 2 


Выразим приближенно наименьшими числами отношение дня к среднему солнеч- 
ному году. Так как год этот равен 365574875 5°, то в виде дроби один год содержит 


_ 20935 
365 36.406 


ней. Надо только развернуть эту дробь; она даст зледующие частные: 


4, 7, 1, 6,12, 2, 4, 
откуда получаются дроби 


0 1 Ч е. 55 63 181 
7? —;} —® 


4’ 29’ 88’ 257’ 960’ 17 "№ ^ 

Итак, часы © минугами и секундами, сверх 365 дней, составляют около одного 
хня за 4 года; отеюда происходит юлианский календарь. Точнее же, за 33 года полу- 
чается 8 дней или за 747 лет 181 день; отсюда следует, что за 400 лет излишек 
составляет 97 дней. Поэтому в то время, как за этот промежуток юлианекий календарь 
вставляет 100 дней, грегорианский каждые 4 столетия 3 високосных года обращает 
в простые. 


КОНЕЦ ПЕРВОГО ТОМА 
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1. (Е 57.) Взгляд, по которому корень всякого уравнения должен равняться 
векоторому выражению, составленному из переменной и постоянных, Эйлер выска- 
зывал неоднократно; ср. кроме 8 8 и 17 этой книги исследования: „Ое {огт!$ гаа1- 
сит аедиабоптиат сагаздае ог@1113 сошесбаНо“, Соттетщ. аса4. зе. Ретор., 6 (173213), 
1738, стр. 216 и „Ое тезоопе зедааЯопат си11$У1$ отадиз“, № соттет. асад. $с. 
Ретор., 6 (1762[3), 1764, стр. 70; Геопвага!: Еще Орега отт1а, серия Г, т. 6, стр. 1 
и 170. [А. Б.] 


2. (Е 5 7.) Относительно интерсиендентных выражений см. письмо Лейбница 
к Валлису от 28 мая 1697 г.; Ге!Ьп142, Маетайзере зертШепт, Вегадзе. уоп С. 1. 
СегВат4&, Т отд., т. 4, Галле 1859, стр. 28. [А. В.] 


3. (К $ 17.) Об исключении неизвестных см. [. Мем%оп, АтИртреНса ит уетзаНз, 
Кембрилж 1707, 3-е лейденское изд. 1732 г., стр. 57—63. См., далее, статью Эйлера 
„МоиуеЙе шео4е @’6Пттег 1е$ диап 6 шШеоппиез 4ез 64ча@01$“, Мет. ае Расаа. 
4. с. ае Ве’тйь [20] (1764), 1766, стр. 91; Геопваг@ Ещег Орега ошша, серия Т 
т. 6, стр. 197. [А. В.] | 


4. (№5 28.) Приблизительно одновременно А. Жирар („Г’шуепйоп попуеЦе еп 
]`А]сё®ге“, Амстердам 1629) и Декарт („Га Сбботёе“, приложение к книге „10)15сопг8 
де 1а Ме ое“, Лейден 1637, написано много ранее выхода в свет) открыли, что уравне- 
пие может иметь столько корней, сколько неизвестное имеет измерений, т. е. что такое 
число корней является максимальным. Декарт прибавляет к этому, что для того, чтобы 
число корней всегда равнялось измерению неизвестного, „можно вообразить себе’ 
столько корней, сколько сказано“; иными словами, в мнимых корнях Декарт не видел 
настоящих решений уравнения. Только Эйлер впервые установил, что всякое алгебраи- 
ческое уравнение ”-й степени не только может, но и должно иметь ровно ® корней 
или, точнее, как выражается сам Эйлер !), что всякое выражение вида 


аа"... 
1) Письмо к Гольдбаху от 15 дек. 1742 г. (Согг. ша&Ъ., т. Г, стр. 171). 


21* 
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с действительными коэфициентами всегда может быть разложено на такое число 
действительных множителей первой или второй степени, что сумма их степеней 
равна п. Однако и в разбираемом нами месте Эйлер никаких доказательств этого 
утверждения не дает. Это для него „непосредственно явствует“ („56 ат Идиеф, 
регзр1еиити езё“) из того факта, что {1 92-Р #2? разлагается на, два, & Р-Р 92-Р #2? 123 
— на три простых множителя (т. е. таких, в которые 2 входит в первой степени). 
Строгое доказательство этой теоремы дал впервые Гаусс в 1799 г. 


5. (К 8 30.) О четности числа мнимых множителей ср. 8 35 и 36; ср. далее статью 
„Весзегейез зиг 1е5 гасшез ппастатез 4ез 6диа от“, Мет. 4е Расаа. 4. $с. 4е Вег-’ 
Им, 5 (1749), 1751, стр. 222; ГеопБага! Ещет! Орега оттиа, серия Т, т. 6, стр. 78. [А. В.] 

6. (№ 8 31.) О разложении произведения четырех простых инимых множителей 
на два вещественных см. $ 9 той же статьи. [А. К.] 


у-= + ©о 9=+ са 
а у „7 ° 
-©® <- 9 =} С ———_ > +со 

"ВМ 

1 

- | 
у 
Черт. 1. 


7. (К $ 37.) Обращаем внимание читателя на содержащееся в 8 37 (сглеммой 
п 8 33) исключительно изящное доказательство положения, что всякое уравнение 
с четной высшей степенью и отрицательным свободным ‘членом имеет по крайней 
мере два вещественных корня, из которых один положительный, другой отрица- 
тельный. В 1749 г.1) Эйлер вернулся к этой теореме и доказал ее также и геометри- 
чески, красиво иллюстрируя свое доказательство кривой 


у = т ат тва" -.. —_ 02. 


В самом деле (черт. 1), нетрудно убедиться, что при 5 == — со имеем у = <, и 
кривая находится во втором квадранте; при х = -|+ со имеем у = -|- со, и кривая нахо- 
дится в первом квадранте; при х=0 имеем у= — 02, и, следовательно, кривая 


в точке А переходит из третьего квадранта в четвертый. Итак, кривая должна где-то 
на своем пути переходить из второго квадранта в третий (скажем, в точке В) и из 
четвертого в первый (скажем, в точке С). Очевидно, при у=0, х имеет в С дейетви- 
тельное положительное, а в В действительное отрицательное значение. 


1) Назюе 4е Р.Аса4етие ие Вегин, 1149, отр. 282—936. 
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8. (К 5 41.) О нахождении простой дроби, соответствующей простому множи- 
телю знаменателя, см. статьи Эйлера „Моуа шефо@из {тасИопез дпазсипаие гаЧопа]ез 
ш НасНотез зпарНсез гезоует91“, Аба аса4. $. Регор., 1780, 1, 1783, стр. 32, и 
„Ое тезоаоте асИопит сотрозНагат Ш зпирНе!отез“, Мет. 4е Раса4. а. зв. ае 
5{. Реетзвоитд, Т (1803/6), 1809, стр. 3; Геопваг@й! Ещег1 Орега отлфа, серия Г, т. 6, 
стр. 370 и 465. [А. В.] 


9. (№ & 46.) Принадлежащая Эйлеру и осуществленная здесь идея выражения 
азгебраических уравнений между двумя переменными в независимой форме при 
номощи третьей (которую теперь, допуская сощта@1ейо ш а41есф0, называют „пере- 
менным параметром“) сыграла большую роль в истории математики. Эйлеру удалось 
применить этот прием, во-первых, для уравнений вида тринома, во-вторых, для таких 
уравнений, которые представляют конические сечения и кривые третьего порядка 
с двойной точкой; наконец, для уравнений с членами трех различпых измерений, из 
которых одно — среднее арифметическое между двумя другими. В этих последних 
случаях выражение в параметре оказываетея иррациональным. 

Такого рода подстановка встречается также у Крамера („ГибтодасНот & Галпа- 
1узе @е [тез соптез а]е6рт1чиез“, Женева 1750). Он применяет этот прием с целью 
вычисления точек кривой. В противоположность Эйлеру у Крамера этот прием 
является’ не правильно действующим математическим инструментом, а применяется 
случайно, кав агИВсе а]сбг1ате. 


10. (В 5$ 53.) Так как имеютея три неизвестных: 4, хи 9, и только два урав- 
нения, то допущение, что р=а — 8, правомерно. Перев. 
По той же причине в дальнейшем принимается р = и. 


11. (№ & 71.) См. Еч]ег, зи отез е&еиП 1 НетёиНав, Реторой 1755, ч. П, 
гл. 1У; Геопваг4! Еще! Орега отта, серия Т, т. 10, стр. 276. См., далее, статью 
Эйлера „ОетопзгаЙо {Шеотетайз Мещота1 Че еуоопе робезаат Бтоши рго 
сазиз ори ехропепез поп 5116 питегр тест“, №9 соттещ. ава4. зе. Ретофр., 19 
(1774), 1755, стр. 103; Геопваг@1 Ещег: Орега отща, серия Г, т. 15. [А. К.] 

Характерно, что в этом и последующих параграфах законы бинома и полинома, 
совсем в стиле Валлиса, без дальнейших рассуждений распространяются и на’селу- 
чай с дробными показателями, как если бы правомерность такого распространения 
была чем-то само собой подразумевающимся. 


12. (К 5 83.) Термин Вотобепеиз, „однородный“, в том же смысле встречается 
уже у Вьета во второй половине ХУ в. (Ег. Утефа, Орега табтета са, Лейден 1646, 
стр. 4). У Лейбница („Мабретайзере Зет Шет“ рВегалзе. уоп С. Т. Сегваг@, П отд., 
т. 3, Галле 1853, стр. 65) уже выделена особая категория выражений, составленных 
согласно 1ех Вотосепеогит, что по существу равнозначно выражению апеЯо вотло- 
сепеа. Но самый термин ГапеЯо Вотосепеа впервые ввелен Ив. Бернулли в его 
зтатье „Ое пцестайот из аедиаЯопат @1Нетгеп аПиатл ес.“, Сотипет. асаа. с. Ревот., 
`1 (1726), 1728, стр. 167 (Орега ота, Лозанна и Женева 1742, т. Ш, стр. 108). [А. Е.] 

‚У Бернулли заимствовал этот термин Эйлер вместе с его определением, которое 
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у Бернулли сформулировано так: „р и 4 обозначают рациональные и однородные 
функции (пе опез гай опаез её Вотосепеа$) неопределенных (т. е. переменных — С. Л.) 
д и 9, связанных и перемешанных между собой любым образом, лишь бы только 
неопределенные в каждом члене имели одну и ту же сумму показателей. Поэтому я 
называю функции, составленные таким способом, „однородными“. 


13. (В $ 101.) Более точно: 3,162 278, именно: 3,162 7766. [А. ЁК.] 


14. (К 5 105.) Утверждая, что кроме степеней основания а не существует ни- 
какого рационального числа 6 с рациональным логарифмом, Эйлер прибавляет к этому 


без всякого доказательства (ибо его пример а’®=6 ничего нё доказывает), что 
логарифм 6 не может также быть и (алгебраическим) иррациональным числом и 
поэтому должен относиться к транецендентным числам. Такие чисто‘интуитивно полу- 
ченные утверждения обычны у Эйлера. 


15. (К $ 106.) В таблицу Эйлера Врацер вносит следующие исправления: более 
точные значения для ИК и Г: . 
1 К =0,699 218 7500 


И 
1. —= 0,691 265 6250, 


откуда более точное значение для РМ: 


_ ]М=0,698 2421875 
или, если взять семь знаков, 
1 М =0,698 2429. 


Соответственно следует внести незначительные изменения и во все дальнейшие 
логарифмы. 


16. (К $ 106.) А. Еращер уточняет ссылки Эйлера. Имеются в виду: Н. Вг!55, 
„АтИЪтейса 1обатЪпиеа $уе 1обатИЪтогаю с Шадез_ и1отфа ефс.“, Лондон 1624; 
А. У1аса, „АтИЪтейса 1осаг\иЬиуеа уе осатИйтогита сЫЯа4ез сепбат еёс.“, Сбопдае 
1628. Ср. также Г. Мерег, Мийе! 1осатИтогитй са40115 сопябгис 0, Арреп@х, Эдин- 
бург 1619. 


17. (К 8 110.) Третий пример чрезвычайно характерен для Эйлера. Наряду 
с сообщением навыков в пользовании логарифмами он имеет целью показать, что 
точные науки не только не опровергают священного писания, но, наоборот, служат 
добавочным подтверждением его непререкаемой правильности. Он берет, казалось бы, 
самое неправдоподобное библейское представление, по которому население земного 
шара после потопа равнялось 6 человекам, а уже через 200 лет должно было рав- 
няться примерно миллиону. Для того чтобы это было верно,' как показывает Эйлер, 
необходимо, чтобы количество народонаселения увеличивалось ежегодно только на 
1|с Часть. Впрочем, прибавляет он, и эта цифра несоразмерно велика, ибо, если бы 
чиело людей и в дальнейшем продолжало так возрастать, то ныне оно достигало бы 
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167 шиллиардов, т. е. им бы не нашлось места на всем земном шаре. Но ов указы- 
вает на то, что по свидетельству библии в те времена люди отличались особенно 
большим долголетие, — жили до 900 лет, так что неудивительно, что тогда прирост 
населения был больше, чем впоследствии. 

Необходимо обратить при этом внимание на то, что как раз около этого вре- 
мени Эйлер в вопросах об отношении науки и религии был под сильным влиянием 
Беркли: он не только с восторгом ухватился за выдвинутый Мопертюи закон наимень- 
птего действия, доказывавший благость и премудрость Провидения, но и в особой, 
выпущенной анонимно брошюре „Пе Уег{е!1ююх ег ВеШоеп ОЁетфагипе уоп деп Ет- 
уйтЁе ег Гтесе1$е“, вышедшей в этом же году, пыталея доказать, что наука ни 
в чем не противоречит библии, а, наоборот, только подтверждает её. См. мою статью 
„Переписка Эйлера“ в сборнике „Леонард Эйлер“, изданном Инетитутом истории 
науки и техники Академии наук СССР, Ленинград 1935,` стр. 159—162, ер. 77—78. 


18. (& 5 111.) Из первого примера мы видим, что идея чисто математического 
подхода в вопросу о росте народонаселения, приведшая Эйлера в 1670 г. к спе- 
циальному исследованию „ВесрегсВез сбпёга]ез зиг а тотфаШ6 её 1а та@рИеайопт 
Чи септе риташт“, появилась у него уже в это время. Содержащееся во втором 
примере уравнение 
а — п — 

п—1 


носит теперь название уравнения амортизации. 


19. (В 5 112.) Название „тат15за“ для дробной части логарифма впервые 
введено Эйлером, слово тапИзза употреблено было Валлисом просто для обозначения 
дробной части числа, состоящего из целого и десятичной дроби; Эйлер здесь впервые 
придал ему значение специфического термина для учения 0 логарифмах. См. 
Р. $45 сКе]|, Ещегз УегФеп%&е ит Фе еетеглаге МэаЪетаЯк, бейзсйу. ГРаг тай. 
ит поитилз$. Ощегтюе М, 38, стр. 304, 1907. 


20. (Е 5 113.) А. Крацер обращает внимание на то, что мантисса { 216711216 вычи- 
елена с такой точностью, какая не могла бы получиться при взятом Эйлером значении [2 
{а именно 0,30102 99956 63981 195). Но Эйлер мог позаимствовать более точное значение 


| 
большою популярностью (Е. НаПеу, А 1036 сотрепд10и$ ап@ РасПе тебфо@ Гог 
сопзбгасИтс Фе 1обагИЪтз, РАозорисй Ттатзасйотз (Лондон) 19, п” 216, стр. 58, 
1695); здесь эти и другие значения вычислены с 60 знаками (вычисление произво- 


дил А. эвагр). 


1 
(разно как и значение для Ё и | из исследования ГАллея, пользовавшегося тогда 


21. (К 8 114 и ел.) Здесь ход мыслей очень близок к ходу мыслей у Галлея 
{Е. НаПеу, статья, указанная в предыдущем примечании). Эйлер не называет Галлея; 
как справедливо полагает М. Кантор, причина этого не в том, что Эйлер не знал 
меследовапия Галлея, а в том, что он считал открытие с давностью в 50 лет уже 
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общим достоянием. ВШФочем, Эйлер в предисловии сзм указывает, что, к сожалению, 
лишен возможности каждый раз называть своих поедшественников. 


22. (Е $ 114.) Выражение: „Если ® будет числом бесконечно малым, т. е. столь 
малой дробью, что она только-только не равна нулю“ характерно для лейбницевской 
концепции бесконечно малого, но противоречит взглядам самого Эйлера, последова- 
тельно изложенным им во введении и в` гл. 4 его „56 байопез сео! ФИетепяа $“ 
(написано в том же 1748 г., издано в 1755 г.): здесь Эйлер, велед за Ньютоном, счи- 
тает бесконечно малое не ‚почти, а совершенно равным. нулю (так пазываемое 
„исчисление нулей“). См. вступительную статью А. П. Юшкевича к книге Л. Карно, 
„Размышления о метафизике бесконечно малых“, ГТТИ, Москва 1933, стр. 12 и 15, 
% также примечание М. Я. Выгодского на стр. 365—366 „Истории математики в ХУ[ 
й ХУП вв.“ Г. Г. Цейтена, ГТТИ, Москва 1933, и мою сталью „Эйлер и его исчис- 
ление нулей“ в сборнике „Леонард Эйлер“, изданном Институтом истории науки 
и техники Академии наук СССР, "Ленинград 1985, стр. 51—81. 


23. (К 8 120 и сл.) Для харавтериетики Эйлера отметим его наивное с точки 
зрения нынепгней математики замечание: „трудно понять (аИПесоМег пи\еШе1 роззе), 
, 09 9 9 94 р 
как может быть 2,30258 — 1 — д... . 

24. (К 8 123.) Обозначение основания натуральных логарифмов буквой е ввел 
впервые Эйлер в 1728 г., см. ©. Епезёгбш, БеИоф. Майет., 3-я серия, 14, стр. 81, 
и 5, стр. 310. Это же обозначение он постоянно применяет в книге, озаглавленной 
„Меератиса уе тобиз заепйа апз]уйое ехрозКа“, С.-Петербург 1736 (Геопвагб1 Ещег 
Орега оштша, серия П, т. 1 и 2). Впрочем, в статье „Зресоеп 4е сопугаеНопе аедаа- 
Яопит ЧН Гегепна ито“, напечатанной в Сотте. аса4. зе. Регор., 6 (173213), 1738 
(Геопваг@1 Еег1 Орега отл1а, серия 1, т. 20, стр. 1), вмеето буквы е (как раньше) 
употребляется буква с, хотя эта статья написапа в 1733 г. [А. В.] ` 


 \$ 
25. (К $ 125.) Формула е’ = (1+5 для частного случая г —=1 в виде 


1 \ 2 | 1 


была найдена Дан. Бернулли еще до 1728 г., о чем он сообщил Гольдбаху в письме 
от 30 января 1728 г. („Сотгезр. тает.“ раг Еизз, т. П, стр. 246). 


26. (№8 126.) „Радиус круга или полпый синус“ — здесь синус еще мыелится по 
старому не как функция, а как прямая в круге; эта прямая достигает своей „полной“ 
величины, единицы или радиуса, когда угол равен 90°. 


27. (К $ 126.) Значение т Эйлер заимствовал из исследования ТЬ. Е. де Габту, 
„Мётоте зот 1а даадтабоге ди сегс]е, её зиг ]а шезите 4е {400% атс, 4006 зесбепг © 
+016 зестегпф 40016“, Мет. 4е Расаа. 4. $в. ае Разчз (1119), 1721, стр. 135. Ср. статью 
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Эйлера „Пе уагИ$ по415 стеоЙ даадгабитат потег!5 ргохиие ехргиоеп@1“, Сотте.. 
асад. 5с. Ретор., 9 (1737), 1744, стр. 222 (Геопъага1 Ещег!, Орега отша, серия Т, т. 14). 
Сто тринадцатый знак, заимствованный Эйлером у Ланьи, не верен; как указал 
(;. де Уеха, ТЬезаягиз 1осатИйтогат сотребз, Лейпциг 1794, стр. 6338, эта цифра. 
не 7, а 8. [А. В.] 


28. (№ 8 126.) До Эйлера отношение окружности к радиусу обычно не обозна- 
чалось кратким символом (буквой), а описывалось при помощи целого предложения. 
Но есть и ряд интересных исключений. Так Т. Сфт. 5батги в книге „Ма ез!з епас]ефа»“ ,. 
Нюремберг 1689, стр. 81, пишет: „Если диаметр какого-либо круга принять за а, то 
окружность придется называть еа (чему бы ни равнялось отношение окружности 
к диаметру, мы можем обозначить его именем е)“. Буквой к назвал отношение 
окружности к диаметру впервые У. Джоне (\\. Топез, „эзупорз$ ратагюогат ша®е- 
зе0$ ог пем питодисИопт $0 {Ме шабета сз“, Лондон 1706, стр. 243). Заслуга Эйлера 
состоит в том, что он первый сделал этот способ обозначения всеобщим. Уже 
в книге „Месват1еа $уе тофл$ заепаа апзуйее ехрозЦа“ (см. примечание 24) 
он часто, хотя и не всюду, обозначает отношение окружности к диаметру буквой т. 
Кроме того, буква т, встречается в его статье „Уатае офзегуаЙоптез стеа земез шй- 
11445“, Сомипещ. аса4. зе. Ретофр., 9 (1737), 1744, стр. 160 (Геопваг41 Ещшег1 Орега 
оттта, серия ТГ, т. 14). В статье, указанной в предыдущем примечании, каки в не- 
которых других ранних работах, Эйлер вместо < писал р, но с этих пор употребление 
буквы п становилось все более преобладающим, нока не стало единственным обще- 
признанным, особенно со времени выхода в свет „Введения“. 

Истории числа тп и вообще истории квадратуры круга посвящена книга Ф. Рудио 
„Архимед, Гюйгенс, Ламберт, Лежандр. О квадратуре круга“ (перев. прив.-доц. 
С. Бернштейна, Одесса 1911, новое издание ОНТИ, Москва— Ленинград, 1936). [А. К.] 


29. (№ 5 133.) Это — знаменитая формула Моавра. Для сравнения приводим 
то место из „М1зееПатеа эпа[уНса Че зегефиз её Чиагабит15“ Моавра (Лондон 1730, 
стр. 1—2), где впервые встречаем эту формулу: 

„Лемма 1. Еели [ и. х— косинусы двух дуг А и ВБ, каждая из которых описана 
тем же радиусом 1 и из которых первая во столько же раз больше второй, во сколько п. 
больше единицы, то будет 


1 г 


1 


2 
т 
У У 
т. е. в наших символах 
1 
17 — 2 
сз ВИ возжВ-- зан ВИ —1 ее (. Г. |.. 
У со В зш®ВУ — 1 


„СЛЕДСТВИЕ 1. Примем У! -Уи—1=2, откуда будет 
м —1-уУ—1 
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ИЛИ 
"—1=Уй— 1, 


или, возведя обе части в квадрат, 
м И =И— 1; 
отняв от обеих частей равное и перенеся, получим 
2% ® . 
— 24" --1=0; 
30 также, ввиду того, что мы приняли 
РИН 
И-НУЙ—1 =, 
чолучим согласно приведенной выше лемме 
1 
1 2 
=——-2 —- 
2 + 2 
или 
22—22 1=0. 


„СЛЕДСТВИЕ 2. Поэтому, если из двух уравнений: 
1—2" 2” -=0, 
] — 2жг -—- 28 — 


мсключить количество &, то. получим новое уравнение, из которого определится отно- 


зление между косичусами Ри хх“ 
В самом деле, решая эти два уравнения, выведенные Моавром, получим 


“= 1—=Уй—1, 


2=5-=У 4—1, 


(= У—1)" =15=уУй-—1 


откуда 


али в наших символах 


(со; В== з1 ВУ —1)" =созиВ = завВУ —1. 


Положенная в основу этого рассуждения формула 
1 


2 


ИУ 


1 


= ИУ, 


\ 
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выведена Моавром в схолии к этому месту в ки. П (являющейся схолией к кн. Г, 
гл. |, стр. 1—2). Я опускаю все то, что не имеет прямого отношения к интересующей 
нас проблеме. 

„В начале 1707 г. или несколько раньше я предложил сам себе хля разрешения 
такую задачу. В равнобочной гиперболе АН (черт. 2), центр которой С, вершина А, 
полуось СА, равная единице, проведена к оси ордината РЕ, которой соответствует 
гиперболический сектор АСЕ. Найти такую ординату аН, чтобы ей соответствовал 
гиперболический сектор АСЕ и чтобы второй сектор относился к первому как ®к1. 

„Я обозначил ДЕ через у, НА через ъ... “. 

Моавр здесь разрешает попутно целый ряд побочных проблем, чрезвычайно инте- 
ресных самих по себе, но не имеющих отношения к той лемме 1 книги [, которую он здесь 
хочет объяснить, и продолжает (в дальнейшем я применяю нынешние обозначения): 

„Я провел асимптоты СК и СГ, затем продолжил ординаты ДЁ и СН до пере- 
сечения с асимптотой СК в Рив К и провел АРи ЕО перпендикулярно к той же 
асимптоте. Так как я знал, что сектор АСЕ равен Г, 
площ. 4РОЕ, сектор АСН равен площ. АРБН 1), а эти - 
АР АР 
ФЕ ° ЭН 
или (ввиду подобия треугольников АСР, ЕЙЁЕ и 

Сс АС 1 1 
ТЕ И ЯК’ ИЛИ и И НЕ? 
я и заключил, что логарифм отношения тр так от- 


площади суть логарифмы отношений 2) 


Н5К) — отношений 


носится к логарифму отношения вак 1 км, 


1 
НК’ 
вследствие чего ЕЁ" = НК; но так как я обозначил 


В самом деле, в равнобочной гиперболе, отнесенной к асимптотам, ординаты обратно 
пропорциональны абециссам, т. е 


АР _ С9 
ЕО СР- 
откуда, 
АР.СР _ ЕО. С9 
о я 
т. @. 


площ. Л АРС = площ. Л СЕО; 
стняв от обеих частей уравнений по площ. Л СОР, получаем 
площ. Л АОС = площ. трапеции ОВОР; 
прибавив к обеим частям уравнения по площ. АОЕ, получаем 
площ. АСЕ = площ. АРОЕ, 
что и требовалось доказаль. 
Так же докажем, что площ. АСН == площ. АРБН. С. 4. 
2) Площ. АРФЕ равна (если взять за оси координат асимптоты) 
с с@ 
- 1 , (9 = 
у 4х = с 4х (уравнение гиперболы ху == 1)*=} 2] —=#СО9 —ЕСР = 
СР СР СР 
ОР 0 РЕ’ ВЕ’ 
Так же найдем площ. АРБН. С. 4. 
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ДЕ через у, а ОН через т, то путем простого вычисления я получил, что ЕЁ == 
—=у1-у?— у, а НК=У1-Г—. Далее... из уравнения 


(УТЕИ—у"=УГЕЯ—и 


подставляя 
ИР — =, 
получим | 
1 
И1- у —у=5" 
или 


2 


1 
НУ" уз” 
ввиду чего, уничтожая в обеих частях 92, будем иметь 


т + 


295 =1— $ 
ии 
| 1 
уз", 
5" 
и будет 
1 
2 1» 


у — АА 1 — о 
ЕЕ ЗИУГЕИ 


Далее, как раньше я подставил и 1 02-—©0=—=5 или 52-255 =1, так, еверх того, 
я еще подставил 


УИ1-Е 1? —у=а или 22-1 22у = 1. 


93 


На основании доказанного выше $=—2 
я получил слелующие два уравнения‘ 


27 
2-22" =1, 


‚ поэтому, подетавив 2” вместо количества 5, 


22 —- З2у =1, 
‚Или 
‚2 —__ 1 __ 92" | п 
р 422" 
И 
и 1 — 222 24 
` 42? 


Затем, когла я радиусом СА =1 (черт. 3) из центра С описал круг АЕ а затем 
из точки Ё опустил перпендикуляр ЕР к радиусу, мне пришло на ум следующее: 
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уравнение круга есть 
СА—СРа=рЕ4!), 


уравнение равнобочной' гиперболы 
Сра—САа=- БЕчд”). 


Я решил, что не надо нЯячего иного, как переменить знаки квадратов 9? и 12; про- 
делав это, я получил два уравнения для круга, а именно 


1 ___ о „п -|- 2” 


—®= д2н 
п” Е 
_1— 22-2 
— у 422 
ИЛИ 
2» 41 
То 2 
4" 6 0 А 
И 
пои Черт. 3. 


где + означает синус какой угодно дуги, а у— синус другой дуги, относящейся 
к первой, как 1 к п, так как дуги в одном и том же круге пропорциональны пло- 
щадям секторов. Положив 1—1? —=Й и |1 —1/2 =47, я получил 


„27 1 4.7% 
в — 122 т 
д" 
И 
©) 22 р. 
22 —__ 1 -|- ИМТ —- 24 
=— ——— 43 . 


| сп 
[ =— ны 
И 
1 2 
22 


1) Го-есть СА? — СР? = БЕ? (или 12 — и? = у^, т. с. в данном случае 1 —е = 1/7). С. 


5. 
2) То-есть СО? — СА? = ОЕ? (или? — г = у, т. е. в данном случае и —1 = 2). С. 4. 


- 


834 ПРИМЕЧАНИЯ РЕДАКТОРА 


из второго 


и таким нутем я, наконец, пришел к выводу, что 
1 
_ 5 

= 

И -РУЕ—1 


> ИНЕУВ\. 


Сравнительный разбор выводов Моавра и Эйлера дан во вступительной статье, 
стр. 12—14. 

Если Моавр в своем исследовании вовсе как бы не замечает, что полученный 
им результат мнимый, ибо /й—1 =, с03?В—1 никогда не может быть действи- 
тельным числом, то Ив. Бернулли уже обратил главное внимание на эту сторону 
проблемы. Он, как и значительная часть его предшественников и современников, дер- 
жалея того мнения, что уравнение, приводящее к мнимым корням, бессмысленно. 
Эти величины применяли с величайшей осторожностью: лишь тогда считали несомнен. 
ной правильность теоремы, доказанной с помощью мнимых чисел, если она могла 
бычь выведена другим путем. 

В сочинении „Атсшогат атсиатаие зес о шдеегиютада рег ог] ала итлуетза]ет 
ехргезза те зетегит, аахШо“, Орега отита, т. Т, етр.511 и сл., Ив. Бернулли выводит 


_ для тангенсов формулы, аналогичные формулам Мозвра для синусов и косинусов: 


(Ув У =(@о У Н(щитфУ-1, 
(во И— 1)" (9 — У = (во УП (в --У—1) 


(мы несколько модернизировали символику Бернулли). Бернулли предпочел эти формулы 
другим потому, что они всегда позволяют выразить $5 по как вещественную функцию $5 х. 

30. (К $ 138.) Эти знаменитые формулы для 05% и 5то, которые ввиду 
того, что их окончательно сформулировал и доказал Эйлер, до сих пор носят 
название формул Эйлера, впервые выведены в исследовании „Па зитим$ земегиат 
тес1ргосагат ех робезбайиз питеготат паботаНита отбатат“, МазсеНапея Вегойт., Т, 
1743, стр. 172 (Геопраг@: Ещег! Орега отта, серия |, т. 14). Уже раньше в переписке 
ве Хр. Гольдбахом Эйлер сообщил ему об относящихся сюда формулах, частью для 
частных случаев, частью для общих. Так, в письме от 9 декабря 1741 г. содержится 


„такая формула: 


—У-—1 


У 
а — Соз. Ато . 12, 


2 
а в письме от 8 мая 1742 г. такая: 


др" — а"! —2 (0$ . Аг: - ра. 
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См. „Соттезропдатсе та. её. р№уз., рибШ6е рат Р. Н. ЕРизз“, С.-Петербург 1843,. 
т. 1, стр. 110 и 123 (Геопъат@ Ещег! Орега ошпа, серия П). Ср. также статью; 
цитированную в примечании [5] (в $ 30) (прежде всего $ 90 и 91 этой статьи) 
[А. К.]. 

На экземпляре „П\годис 0“, принадлежавшем сыну Л. Эйлера И. А. Эйлеру 
и находящемся ныне в библиотеке Академии наук СССР, имеется такая приписка. 
на полях к этому месту: „Пусть е’==у. Тогда 


1 у, Е -ит 
сов == в08у = 5. У’ "ау 1 


или 


1 уз 1 
[у = атс с0$ (5 Ну)“ 
2 оу’ 


т. е. из этой формулы непосредственно вытекает связь между логарифмами и обратной. 
круговой функцией мнимого аргумента. 


31. (К 8 139.) Замена п на = (на бесконечно малое число) совершенно не- 


правомерна, так как формулы хля т п2 и с0$ из были выше выведены таким путем, 
который годится только при целом и положительном #. 


32. (Ё 6 140.) Выводы этого параграфа, как и вообще всей гл. УШ, нельзя 
причислить к крупнейшим заслугам Эйлера: они не только получены не вполне 
безукоризненным путем, но почти ни один из них не был уже нов. Так, содержащийся. 
здесь рад 


2— г ит 
=1—3 5 - ^. 


был найден уже Дж. Грегори и в письме от 15 февраля 1671 г. сообщен Коллинеу.. 
Сы. „Сотшегейит ер15б0оНеит Ф. СоШтз еф аНоги 4е апа1у$1 рготоба ес., рибИ6е рахг- 
у. В. Вой её Е. Герогё“, Рагз 1856, стр. 78—89. Ряд для аге{:{ был найден Грегори. 
в таком виде; 
2 р и 
Гб т Г." 
где г — радиус, а-— дуга, { — тангенс. Как справедливо замечает Крацер, и здесь 
(как и у Валлиса) под тангенсом подразумевается линия, проведенная в круге того. 
или иного радиуса; Эйлер же первый ввел вместо тригонометрических линий отно- 
шения их в радиусу и, таким образом, впервые стал оперировать с тригонометри- 
ческими функциями. См. вступительную статью, стр. 16. 
Даваемый Эйлером вслед за этим ряд 


п 1 1 1 
ЧЕТВ ТР 
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заимствован им у Лейбница. Это видно из писем, написанных Лейбницу 6 ноября 
1674 г. Гюйгенсом и 12 апреля 1675 г. Ольденбургом (1е!6п142, МабтетавеЪе 
ЭертШеп, Г отд., т.2, Берлин 1850, стр. 16; [ отд., т. 1, Берлин 1849, стр. 60); сам же 
Лейбниц в письме в Ольденбургу от 27 августа 1676 г. („Маетазсве Берт еп“, 
Г отд., т. 1, Берлин 1849 г., стр. 114) пишет: 

„А следовательно, если принять за единицу описанный квадрат, круг будет 
равен 


Это выражение, сообщенное мною друзьям уже три года назад или более того, 
несомненно самое простое из всех возможных“ 1). 

Однако последнее замечание Лейбница не совсем верно: для практических 
вычислений этот ряд неудобен вследствие недостаточно быстрой сходимости. Уже 
в 1706 г. Дж. Мэчин (3. МасЬт) нашел значительно более удобный практически 
ряд (в книге \У. опез, „3упор$1з ра|тат1огит шабВезеоз...“, 1706): 


я 1 1 1 1 1 | 1 | 
а [ее 
=“ (5 3.15.5 1.5 | (535 3.2898 15.2898 7.2890 | } 


103золивший ему быстро вычислить п со 100 зваками. 
Формула 


#— 1 1--У — 12 
2—1 1—И—12” 


устанавливающая связь между логарифмом мнимого числа и арктангенеом 2), также 
не являлась новоетью. 

Переход от арктантенса к логарифму был осуществлен уже Ив. Бернулли 
в 1702 г. (Орега..., 1, стр. 393—400). 

Исходя из факта, что 


преобразуется в 


1) См. Ф. Рудио, „Архимед, Гюйгенс, Ламберт, Лежандр. О квадратуре круга“. перев. 
прив.-доц. С. Бериштейна, Одесса, 1911, етр. 40—41, 44-48. 
2) Обозначив {2 2 = х, получим 


1 ВЕЕаУ —1 


ато а = ——— —. 
ы У —11-—2И—1 
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при 
„(ЮВ 
НЕТ 


он получил в результате преобразования, что 


[#1 [й 
62 -|- 22 зыуУ —1 
при 
11 


Интегрируя обе части этого уравнения, получим в левой арктангене, в правой, 
логарифм мнимого числа. 


33. (& 8 156.) Чтобы выпуклее подчеркнуть особенности „предельного метода“ 
Эйлера, переведем его выкладки на привычные нам обозначения, заменив $ на со. 
Полученное им выражение 


хх 47 1 22 х 22 
а-я) ев) (ива). 
имеет > множителей, значит, при п = со выражение 
1 Я 27 тие 1“ 
со Г 412 со ' 1612 со Г 8612] **° 


оо и, 
имеет -> множителей. Хотя 5 =0, тем не менее вычеркнуть просто эти члены 


у ©о 
нельзя, так как в окончательном результате ро помножается на 5 и, следовательно, 


зачеркивание этих членов приведет к конечной ошибке, равной 


„Для избежания этого неудобства“ (а@ Вос шеоттойот уЦат@ит) Эйлер при- 
бегает в другому способу разложения и получает множитель 


772 


2:2 
ТГ ра — сот. 


29 Зак. 3350. — Эйлер. 
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2 


ыЯ *› 
Здесь можно слагаемое __5 СНОокойно зачеркнуть, так как даже при умножении на бес- 


конечность этот член дает нуль: 


122 2 
‚ © — — =0 
со? со 


(Ча, её! рег $ ти рНеет, фатеп тапе шЙлИе ратуиз!). 


34. (К & 162.) „Если помножить вторую формулу на третью“ — необходимая 
поправка, внесенная в текст (без всяких оговорок) Рудио и Крацером; у Эйлера 
ошибочно написано: „если помножить вторую формулу на четвертую“ ($9 зесипда 
Готта рег даагват тшорНеебг), о чем Рудио и Крацер не упоминают. 


35. (В 8 166.) Эти формулы, которые Эйлер обыкновенно называл формулами 
Ньютона, дал в своей книге (ло 4-й степени) А. Жирар в 1629 г. (А, Ч 1гаг4, 
„шуеп!оп поцуеЦе еп Гёте“, Амстердам 1629; перепечатано О. Ветепз 4е Наап, 
Лейден 1884. См. также Ньютон, „Атёртейса ит уегзаП $“, Кембридж 1707, 
стр. 251; 3-е изд, Лейден 1732, етр. 192). Доказал эти равенетва Эйлер в статье 
„Оетоп\{тга\о сетта %Веогета1$ Мешботлат, дао 4гадИлаг т@айо пцег сое/Йе1етце$ 
с1115у1$ аеспа {от а[хефгалсае её зиштаз рофезбабит гасит ега5дет“, Оризеа уатА 
атоатепт(1, 2, 1750, стр. 108; ГеоппагФ1 Ее Орега отшта, серия Г, т. 6, стр. 20 
(см. примечание на стр. 20—22). [А. В.] 


36. (В 8 167.) Замечательную формулу 


1 1 1 1 

РРР тт. = 
Эйлер уже в 1736 г. сообщил в письме Дан. Бернулли. См. письмо Бернулли 
к Эйлеру от 12 сентября 1736 г. („Сотгезропдапее таёЪ. е{ рвуз., раб Не раг Р. Н. Риз“, 
С.-Петербург 1843, т. П, стр. 433). Ср. статьи @. Епез&тгош, „Мое № зот1дае иг 18 
<отте дез узепгз шуегзез 4ез потЬгез салтбз. Оег ВлеЁмесфзе; 7м15етеп Геоптага 
Еег ип орапо ФТ. ВегпочШ. Оег ВмеЁуесЬзе] 7\м1зелеп Геопфага Ещег ип Папе] 
Вегпо И“, ВИойеса Мафетайса, 2-я серия, 4, 1890, стр. 22; 3-я серия, 5, 1904, 
стр. 248; 7, 1906—1907, стр. 126. См... такжё статьи Эйлера „О/е 5хиттл1$ зетегат 
тес1ргосатит“, Соттет. аса4. зе. Режор., 1 (1734,5), 1740, стр. 123; „Обтопята- 


| 
. Га: и 
Ноп 4е 1а зотте Че сеще саЦе: 1-+ + -- т —- = —- г —^. ес.“, Фонтюий ИНегалте 


ф АЦПетадте, 9, 1, 1743, стр. 115; „Ое земефи$ дифиз$дат сот ега\отез“, Соттещ. 
аса4. зе. Резор., 12 (1740), 1750, стр. 53. Литература вопроса: Р. $&&сКе], „Еше 
уегсеззепе АЪпат@ те ТГеопвага Ещегз Ирег Фе Затте 4ег ге71ргокеп биайгайе ег 
пабитИеНеп 7аеп“, В:6[0#. Мафет., 3-я серия, 8, 1907—1908, стр. 37. [А. ®.] 


37. (В 5 168.) Наряду с другими ингредиентами в эти выражения входят коэфи- 
11 5 691 
3’ 3’ 3’ 105 
перкый взгляд чуждый всякой закономерности (регдиат птесо]ат15), но очень полезный 


3 .,. 
циенты 1, = и т. д..—- как замечает Эйлер, образующие ряд, на 
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Однакоже, как впоследствии заметил сам Эйлер („Газ баИотез еа]саН Чегета“, 
С.-Петербург 1755, ч. П, гл. У, 8 119—121; Орега отма, серия Г, т. 10, стр. 319 
и ел.), этот ряд коэфициентов для сумм степеней дробей, знаменателями которых 
являются последовательные числа, подчиняется определенной закономерности и, 
се другой стороны, функционально связан со ‘столь же с виду неправильным рядом 
коэфициентов для сумм степеней последовательных чисел, так называемыми числами 
Бернулли. Как говорит Эйлер в указанном месте (стр. 416), надо ваписать ряд чисел 
по такому закону: 


1 
А = 12 
_А2 
В=-, 
с-2АВ 
[ 
р 24 В 
9 
х_2АР-2ВО. 
11 
ЗАЕ-ЕОВЛ-+ 0? 
р, 
13 
с_2АР -- 2ВЕ + 2СР 
—_ 15 
и т. Д., 


так что каждый раз в числителе берется произведение двух крайних предыдущих 
членов, к нему прибавляется произведение второго и предпоследнего, затем третьего 
и третьего с конца и т. д, пока не исчерпаются все предыдущие члены, причем ко 
всем слагаемым, кроме квадратного, приписывается коэфициент 2, а знаменатель 
-го члена берется равным 2#--1; тогда интересующие нас коэфициенты а, 6, с, 4 
и т. д. будут зависеть от 4, В, С, Р ит. д. следующим образом: 


а—2.1.9.3., 
р—2.1.2.3.4.5 В, 
—9.1.9.3.4.5-6-7С, 


4—2.1.2.3...90 
и т. д. 


22‘ 
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Числа Бернулли (%, 3, ©, %, © ит. д.) предетавляют собой коэфициенты 
последних членов в развернутом выражении для сумм четных степеней последова- 
тельных чисел (65,—-сумма первых степеней, 6,,—сумма квадратов, 5„, — сумма 
кубов и т. д.): 


—__ 91 Им С веба т 6 (6—1) е— 2) а 
Вне о Га Ра 


с (6—1)(©— 2) (6—3) 6—4) к ев 
-- 9.3.4.5.6 био... 


где 9%, 3, © ит. д. всегда легко найти, так как сумма всех коэфициентов каждого 
выражения всегда равна единице 1). 

Между эйлеровыми коэфициентами для рядов обратных степеней (а, 6, с, 4,...) 
и числами Бернулли (5, %, ©, Ф,...) существует? как показал сам Эйлер в указанном 
месте „поз аНопез са] со 91етепИа[з“, такая зависимость: 


| с [и 
э=2.5; в=2. 1" ъ =?'9 и Т. д. 


Этому же вопросу посвящены специальные работы Эйлера: „Ое зиплто13 зетегит 
гес!ргосахат ех рофезбаБи$ пашегогит пабитаЙоата огбагат 4155егбайо аКега“, 1И25се[- 
[апеа Вегойпетзза, 1, 1743, стр. 172, и „Ое заттайоте зейегаю ш Вас Ютта еоп- 
фетбагита 


а, 4, 93 р 
теч тэ т... еёс.“, 


Мет. 4е Расаа. ае зс. ае 5. РёетзФоит9, 3 (1809/10), 1811, стр. 26; Геопраг@ Ешег! 
Орега розбита, Т, РегороН 1862, стр. 519. 

Слова первого издания „роезафиат 1рз11$ п ехропещез“ — „показатели степеней п“, 
сохранены и в новом издании Рудио и Крацера и в обоих изданиях французекого 
перевода Гафеу. Между тем это явная описка, исправленная от руки в указанном 
выше личном экземпляре И. А. Эйлера: вместо ехропете$ —.„показатели“, надо, 
разумеется, читать сое о1епвез — „коэфициенты“. 


1) Лас. Вегпи111, Агз соп]есфап41 (написана в 1679—1685 гг.), ч. П, гл. УП, стр. 96 и сл. 
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38. (К 6 182.) В конце второй формулы Рудио и Крацер вносят (без всяких 


к © 
оговорок) необходимую поправку Эр ре, не упоминая о том, что у Эйлера ошибочно 


и 
читаловь г. 
2р зш рт 


39. (К & 185.) Валлие („АтИЪтейеа тЯп отит“, Овефорд 1656, 107, 180—181; 


„Орега табветаЙса“, стр. 426—427 и сл., 469) получает для 7 такое же значение: 


т _2.4.4.6.:6.8.8... 
4 3.8.5.5. Т1Т:1... › 


но он исходит при этом из соображений интеграционного характера. Рассматривая 
площадь полукруга как сумму всех ординат, он приходит к выражению, которое на 
языке наших символов представится в виде 


"о 
= /а—27 ах. 
у 


Это выражение он рассматривает как частный случай выражения 
2 т 


1 
к _ __ з\з 


0 


при $=1, х==1. Подставляя вместо $ и г ряд последовательных четных чисел, он 
получает ряд, закон которого ему удается установить и который при бесконечном 
увеличении числа членов стремится к ряду для $ =1, х=1. 


40. (К 8 188.) Формула 


п 1 1 ] 
о [1— | [1 | [1 ‚д. 
5 5) (1 55) (1 ") итд 


представляет собой лишь преобразование вновь выведенной Эйлером в 5 185 фор- 
мулы Валлиса 


п_о.2:4 4.6 6.8 8:0 (и П@е-т| 
о — . . . м “”’ 


(п пробегает вее нечетные числа). В самом деле, так как 


(п— 1) (и) _®*—1 1 
12 2? 02? 
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5-9 б-ы 


её 

41. (В 8 211.) Термин „рекуррентные ряды“ впервые введен А. Моавром в его 
статье „Ое ГасИоп из асефга!с1$ гад1есаШабе пптоп из а@ ГасИопез зпорПе1отез 
тедисет415, Чедие зиттап41$ фегт! $ даагатдат зечегат аедиаЙ П\фегуа!о а зе 
затеи“, Р/{озорисой Фгатзасйотз (Гоп@опт), 32 (1722[3), 1724, стр. 176, сдано 
в печать уже в 1720 г. Здесь и в „М1зсеЙалеа апуИса“ (см. ниже примечание 
[47]) Моавр дает такое определение рекуррентного ряда: 

„Если какой-либо ряд та составлен, что если взять произвольно несколько 
первых членов, то каждый последующий всегда имеет данную зависимость от такого 
же числа предыдущих, то такой ряд я называю рекуррентным. Числовые же коли- 
чества, взятые вместе и соединенные их собственными знаками, составляют индекс 
или шкалу отношения“, т. е. 


Аа 22 Ай, РВ, а -Г био... НО, 


то 


где индекс отношения составлен из п коэфициентов 
А, - В, РС, ..., —-0. 
Ср. также книгу Моавра „Тпве Чостште оЁ сфапсез“, Лондон 1718, етр. 127—134. 


42. (К & 214.) Ср. статью Эйлера „Ое земефиз ди/риз4ал сопз1Чега\опез“, 
Соттещ. асаа. с. Ратор., 12 (1740), 1750, стр. 53 и ел., особенно стр. 61 (Геопваг@1 
Ещег! Орега отт!а, серия Т, т. 14). [Ф. Р.] 


43. (В & 224.) Знаменатель дроби, см. $ 63. Шкала отношения, см. примеча- 
ние 41 (к $ 211). 


44. (К & 225.) В первом издании вместо 


[Е (®-- 1-5 З) р" 6х" =" 


было 
[У 33) р" 6") 2”, 
вместо 
ве 1-- 6) "=" 
было 
(и? Ви б)р’2”. 
(Ф. Р.] 


45. (№ 8 228.) Как указывает Ф. Рудно, решение 


_ А — В) РЕ аВРО— 40: 


^ "—(АБ—В4? 
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можно было получить непосредственно, из первого уравнения для Х, поделавляя из $ 227 


8” = ()? — «РУ -- ВР? 
— В2РаАвВ ВАЗ. 


46. (К 5 230.) Как указывает Ф. Рудио, даваемое здесь уравнение (ргорог10) 
можно получить, находя значения выражений Хр”, 34", 67” из уравнений 


р” — 39” + 6/” =Р, 
Э(р”р —- З9”а -Е 67”г = 0, 
Ур"? -- 34"4? -- 67”? = В; 


сходным образом можно найти и значения количеств %, 3», © из соответствующих 
уравнений 

С + 6 =4, 

р — За —- 6х = В, 


эр? -- 32 -- 6? == С. 


Умножая решения друг на друга, получим 
[Ра — 9 (а ;) РЕ] [Р’р— 9 (р) Е [Ря—9@Ф- 9-Я]: 
`[Ач’— В(а-*) -- СИАяр— В(е-Е р)-- С] Ара — Ве-Н9-+ 0] = 


# 


— 17" 9"7":1=4":1. 


Это уравнение, будучи развернуто по степеням В и С, дает, если принять во вни- 
мание зависимости р--а--г=о, а’7--тр-—-р4==8, ра’ ==41, указанную пропорцию. 


47. (К, 8 231.) Сумму членов рекуррентного ряда нашел уже Моавр в „М1зее|. 
]апеа апа[уйса Че земефоз еф диайгайи$“, Лондон 1730, стр. 72 (кн. ШУ, гл. Г 
„Ое зитпу5 зеегит гесиггепИит“). Моавр начинает с бесконечных рекуррентных 
рядов; то, что весь расчет может иметь смысл лишь тогда, когда ряд сходится 
(так как только тогда О А о--...и РЕО--В--... в правой части пмею 
пределами 2 — Риз с таким же г, что и в ряде Р-Р А--..., в левой части). 
нисколько не затрудняет Моавра. Даю перевод его решения: 

„Дан какой угодно рекуррентный ряд 


а-- ох - с? | 43 -—- ит. д., 


причем шкала отношения есть /—9; найти сумму такого ряда, продолженного 
до бесконечности. 
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„Расположим члены ряда вместе со связанными с ними уравнениями в том же 
порядке, в котором располагают обычно числа, соединяемые в сумму, Именно так: 


Р=Р, 

9 =%, 

В = {951 —9Р2®, 
$ =/Ах — 9042, 
Т= 1х — 982? 
и т. д. 


После этого, если положить бесконечную сумму членов Р, ©, ДП, © Тит. д,, 
из которых составлен первый столбец, равной 2, тогда суммы следующих столбцов 
обозначатея следующим образом: по принятому нами Р-О-- АЕ Т-ит. д. =2; 
следовательно, будет 9 РА Т-Рит. д. =е— Р; помножим все это на [с; 
отеюда получим Г9х-- Вх -Р [9х --[Тх-- и т. д. =/хг —{Рх; прибавим в обеим 
частям по Р-- 0, получится, что сумма второго столбца, т. е. Р-- 9 -- 95-Е ит. д. = 
—=Р--О9-Р [хе —{Рх; сумма же третьего столбца, как это ясно сразу, должна быть 


обозначена через — 9232, откуда 


г=Р-- 9-х: —[ГРх — 94722 


Р-+-О—/ГРх _ а 9—1, 
1—/2--9 торе | 
48. (К, 5 232.) Таким путем находил сумму определенного числа членов рекур- 


рентного ряда уже Моавр, см. „М1зсеПапеа апау4еа“, РгоМета Ш. 
„Дает рекуррентный ряд, равный данному“, — выражение неточное, так как 


О Вг-- 62? -- Гез-- ит. д. 


ИЛИ 


в — 


сумма 


отнюдь не должна быть равна 

А- В2-- С22-- Огз- ит. д. 
Эйлер должен был бы вместо аедиа]ет сказать зипПет, т. е. „подобный“, „одина- 
ково составленный“. 


49. (К, 8 237.) Перенеся все члены уравнения $ 236 в первую часть: 


п (1) 


= эт иг — их -|- 12.8 


и поделив обе части уравнения на $2, получим 


хх 7 712 —] 23 оп—1 п 
па ви т (2) 
тие 1.2.381 #2 $ 72 


0—1 — 
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аппиаивьиуитнитстиаивнити, иттььоссттититтоиать, 


Это уравнение разлагается на множители 


1 ы 1 ый 1 ы ит 
— За (9% . [45 - д. 
‚ Ш 2 $5Ш 2 


Коэфициент при < в уравнении (2), т.е ‚ равен сумме вторых слагаемых каж- 


311 72 
дого множителя, а последний член этого уравнения — их произведению. 
Корни уравнения (1) суть 


. . [4 
Эт 2, ма (9-2), м [+21 т. Д., 


& потому коэфициент члена, имеющего степень, ближайшую к высшей, должев 
равняться сумме корней. Но так как уравнение содержит только нечетные степени х, 
то этот член отсутствует или его коэфициент равен нулю, откуда 


= те-- эт (ее) Ев (5+2) + ...- ит. д. 


Таков же ход рассуждения и в дальнейших параграфах. 


\ 
50. (№5 243.) Здесь Эйлер забыл отметить особенность выражений для с0$7= 
в том случае, когда г нечетное: 


с0$ 12 = 1, 
с0$ 32 = 4/3 — 349, 


60$ 52 = 165 — 203 -- 549, 


где берется знак плюс, когда число на единицу больше кратного четырем, и знак 
минус — в противном случае. 
Этим свойством Эйлер пользуется в 6 246. 


51. (К $5 245.) „Четно-четное“ число (питегиз рагИег раг) — число, кратное 


четырем; „нечетно-четные“ (патег! ПппрагИег рагез) — все остальные четные числа. 


52. (К 8 246.) См. примечание 50 (к 8 243); полученное в/этом примечании 
выражение для с05%г надо преобразовать, перенеся в одну сторону и разделив 
на ©0572 (ем. все сказанное в примечании 49 к 5 237). 
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53. (№ 5 270.) То, что А равно сумме о, В, 1, 6, е ит. д., взятым по одному, 
Б равно сумме множителей из этих количеств, взятых по два, и т. д. — Эйлер называет 


„очевидным“ (тапезбит е$). Надо думать, что прав М. Кантор и что Эйлер имел 
в виду то, что эти результаты без труда получаются путем последовательных 


делений на отдельные множители знаменателя: 
1:(1 — 42) =1-- о2-- 942? --.. 
жай | ...): (1 — В) =1-- (а 2- @?-- 48+ ® 2 .. 


и т. д. 


Дальше оставалось только применить метод неполной индукции. 


54. (№8 287.) о 960 б Нолучено путем деления обеих частей уравнения на т = с. 


55. (К & 288.) Имеем 


к _ 3 5 7 т 
4 ВЕ 51 ТЕ! те ы К. — 
51 и 18, — 
чреве = 
1 1 1 1 1 
—= ——— ит.д 
1 т 1 1 1 
оо а Ще 
3 5 7 тв 
р о 
умножая 00е части на -5 — 1’ получаем 
[9 1 — 
о 
к _ 1 1 1 
6 — 1 1 итд 


56. (К $ 295.) Дословно: „Знаменатели четно-четные тогда, когда они отли- 


чаются на единицу от числителя“. Удивительно, что это бессмысленное выражение 


не затруднило ни редакторов последнего издания Рудио и Арацера, ни переводчика 
Тареу. В самом деле, в разбираемом выражении все знаменатели отличаются от своих 


числителей на единицу, а не только четно-четные. 


и = *° 
Формула для УЗ получена путем деления обеих частей уравнения 
2 


п? 3.3 Б.Б Т.7 Ш. 13.13 
8 9.4 4-6 6-8 10.12 12.14 
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на соответетвенные части уравнения 


5 тиви 
6 0 м 1 


— 3 . 
22 2 

57. (К гл. ХУ[.) Ср. с этой главой статьи Эйлера „Орзегуа опез апу@сае 
уат1ае де сот та оти$“, Соттетш. асаа. 56. Ратор., 13 (171413), 1751, стр. 64, 
„Ое рат 1оте питегогат“, № 05 соттет. асаа. 5. Ратор., 3 (1750!1), 1753, стр. 125; 
„Ое рагИЙопе питеготит шт раг4ез бат патего диат зрес1е 4а4аз“, № соттешщ. 
асо4. зе. Ретор., 14 (1769), Т, 1770, стр. 168 (Геопъагат Ещег! Орега отшп1а, серия Г, 
т. 2, стр. 163 и 254, см. также предисловие к т. 2, етр. ХУШ-—ХХ; т. 3, стр. 181, 
см. также предисловие к т. 3, стр. ХХ и ХХ). 

См., далее, письмо РЬ. Мал6 младшего к Эйлерт от 27 августа 1740 г.; оно, 
как сообщает Рудио, будет напечатано в Ш серии Орега ошма Л. Эйлера. В этом 
письме Ноде предложил Эйлеру следующие две задачи: . 

Найти, сколькими различными способами данное число может быть получено 
путем сложения между собой нескольких неравных целых чисел, число которых дано. 

Найти, сколькими различными способами дачное число т может быть фраз- 
дто на № частей как равных, так неравных, или найти, сполькими различными 
способами может бъить получено данное число т путем сложения между собой, в. 
целых, равных или не равных друг другу чисел. 


Решение этих задач Эйлер и дал впервые в первой из указанных выше 
статей. [Ф. Р.] 


58. (К, 5 301.) Дословно: „так как число членов не определяется, то отсюда не 
исключается и единица“, т. е. и тот случай, когда число слагаемых равно единице, 
т. е. в данном случае 8 ==8 также считается одним из способов получения чиела 8 
путем сложения. 


59. (К & 318.) Сравни соответствующую таблицу, содержащуюся в первой из 
статей, перечисленных в примечании 57 к гл. ХУГ в этой же статье, в $ 33, очень 


отчетливо объяснено, кзким образом можно составить эту таблицу только путем ряда 
сложений. [Ф. Р.] 


60. (Г. таблице, приложенной к & 318.) В этой таблице каждый вертикальный 
ряд дает значения последовательных коэфициентов степенных ‘рядов для выражений 
Р, ©, В, ©, Ги т. д., выведенных в 6$ 306 (исключая коэфициент первого члена). 


61. (№5 319.) „С чиелами натуральными, треугольными, пирамидальными и 
последующими“, т.е. с пирамидальными числами выеших порядков, из которых 
каждое есть сумма последовательных чисел предыдущего порядка, начиная каждый 
раз с единицы. | 


62. (№ 8 320—321.) Рассуждая как в предыдущем параграфе, сначала помножим 
1 


ааа на 1 #27, а затем результат на 1 -х. После выполнения 
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первого умножения получим выражение, в котором каждый член представляет собой 
сумму трех членов, а его коэфициент — сумму трех последовательных членов числового 
ряда. Когда мы теперь помножим результат на 1--2, каждый член будет пред- 
ставлять сумму двух новых членов, а его коэфициент — сумму двух последовательных 
пленов нового числового ряда и т. д. Но 


Е (1-х 42) [1 
а-20=а==7-а== 


(1-2) 1-2) ПЕ) 1 


(1—2) (1 — 22) (1 — 43) (1—2) (1—2) 
и т. д., 


, 1 
& достаточно развернуть знаменатели выражений ая ч затем произвести деле- 
и, 


ние, чтобы убедиться, что коэфициенты получающихея рядов суть пирамидальные 
числа соответствующего порядка. 


63. (К 8 322.) Еели обозначим члены в каждой группе: 


1-го ряда 4, 4, @., @., @ь, ..., 
2-го ряда ь, 65, 6., 6, 65, ..оу 
3-го ряда с, 6,, С, С., С, ..., 


4-го ряда а, 45, 4. 4а., 4., ..., 


то между 7-ми членами каждого ряда существует такая зависимость: 


П групиа: 


Ш групиа: 
6, =а, —6 


п п-— 1? 


в, — о — (и.о, ) 


ГУ группа: 


6, — 6, — (6, _1 6.) 
= 6, — (4, _, -- 4,2 Г 4.3) 


и Т. Д. 


64. (К 8 323.) Эта знаменитая формула впервые ветречаегся у Эйлера в его 
исследовании „ОрзегуаЙопез апа\Исае уат1ае 4е сот тамот из“, Сотятет. асаа. зс. 
/1тор., 13 (174113), 1751, стр. 64, доложенном академии уже 6 апреля 1741 г. 
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—— 


Доказательство ее Эйлер дал в сочинении „Оетопутайо {ТЪеогета{1$ с1геа от@тет 
Ш зит11$ 91150огит оБзегуабат“, № соттет. аса4. 5с. Ретор., 5 (1754|5), 1760, 
стр. 76 и ел. (ГеопВаг4: Еег! Орега ошта, серия Г, т. 2, стр. 390). 

Этот ряд потому заслуживает особенного внимания, что он является одной 
из тех функций, которые около 100 лет тому назад ввел в анализ К. Г. Якоби, 
обосновав на них теорию эллиптических функций и назвав их 9-функциями, ср: 
С. а. Г. ТасоЪт „Ыететатег Ве\ме1з етег тегкуйтгО сет апуйзеВеп Когте!...“, 
«оиги |. 4. тете и. атдешапще Мафет., 21, стр. 13, 1840 (Сезалтаейе \УеткКе, 
6, 1891, стр. 281 и сл.}. 

Эйлерова формула 


(1—2) (1 — 27) (1 — 483)... =1—Щ— жи — 98 —... 


содержится и в книге Лкоби „Еипатега поуа {Теомае РапеИопат еШрИесагит“, 
Венигоберг 1829, $ 66, формула (6) (Сезатте{е \Уетке, 1,`1881, стр. 237 и сл.). 

Следует также отметить, что ряд, показатели которого составляют арифмети- 
ческую прогрессию второго порядка, был уже за 60 лег до Эйлера найден Як. Бер- 
нулли и Лейбницем, ср. С. Епезёгою, „Уакоь ВегпоШИ ип @1е ТасоБзереп Тьефа- 
пе опеп“, ВФПо\. Мабтет., Ш серия, 9, 1908—1909, стр. 206. Далее см. приме- 
чание к $ 36 указанной статьи Эйлера „ОЪзегуаюотез апа1уЙсае...“ (ГеопВага1 Ещег 
Орега ошта, серия 1, т. 2, стр. 191). [Ф. Р.] 


65. (К 5 329.) Как взвешивать наименьшим числом гирь всевозможные тяжести, 
учил уже Леонардо Пизанский в его „ег аЪЪас!“ (1202), ед. В. Вопеотраету, 
Вота 1857, стр. 297. См., далее, М. 541Ёе1, „Пе Созз Сью Вало“, Кениг- 
сберг 1553 и Ег. у. Зепообеп, „ЕхегсйаЯотит табветаЯсатит Ныт дитоле“, 
Лейден 1657, кн. У, гл. УШ, стр. 410. Ср., наконец, ©. Епезётош, „Оъег 41е &\ете 
СезееЩе 4ег ЙетРАЙипа сапхег Гаеп ш Зиттеп Кетегег Дает“, ВфИо#. Машфет.., 
Ш серия, 13, 1912—1913, стр. 352. [Ф. Р.] 


66. (К $ 330.) Случай, содержащийся здесь, также разбирался у Леонардо Пи- 
занского. См. предыдущее примечание. [Ф. Р.] 


67. (Кб 332.) Дан. Бернулли открыл способ приближенного нахождения корней 
уравнений при помощи рекуррентных рядов в своих „Озегуаюопез Че зеттебиз 
геситтепй физ“, Соттетщ. аса4. зс. Регор., 3 (1728), 1732, стр. 85—100. Способ этот 
состоит в следующем. 

Сперва приводят уравнение к виду 


1 = ах -- 622 -- сл -- е4--... ра”. 


Берут у произвольных чисел А, В, С, Ш, ...,Р и затем к ним присоединяют (У-- 1)-е: 


Ч =аР--ОМ-|-...--®В--РА. 


Применяя еще раз ту же рекуррентную формулу, получают 


В =а 0 --ОР-Н... по -рВ 
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и т. д. Еели выберем достаточно далеко отстоящие от начала коэфициенты Фи ©, 


у 
то о даст приближенное значение корня уравнения. Практически для упрощения 


берут А= В= = 1. 

Эта процедура не применима, когда уравнение имеет два корня, равных по 
абсолютной величине, но обратных по знаку; тогда подставляют 1 = у. 

Как видим, никакого доказательства или настоящего вывода Бернулли не дает. 
Это делает впервые Эйлер. 


68. (К 8 346.) Рудио и Крацер вносят здесь (без всяких оговорок) необходимую 
поправку „(п--1)\ р” по сравнению с 6©64”“, не упоминая о том, что у Эйлера 
ошибочно читалось „(п--1) 3” по сравнению © 34" “. 


69. (К 5 351.) Этот результат выведен в следующем параграфе. 


70. (Г 5 352.) Рудио и Крацер вносят здесь (без всяких оговорок) необходимую 
поправку РОр? шп (п-- 2) озт (п-- 2)$, не упоминая о том, что у Эйлера ошибочно 
читалось 

РОр? эт (п-- Г)озш (п-- 2). 


71. (К гл. ХУШ.) Здесь Эйлер только повторяет свои старые работы о непре- 
рывных дробях, не прибавляя к ним ничего нового. См. его статьи „Ое ЁасИот!риз 
011111015“, Соттет. аса4. 5. Ретор., 9 (1737), 1744, стр. 98, и „Ое ВасИот из сопЫ- 
пи1$ обзегуаотез“, Соттещ. аса4. зв. Ретор., 11 (1739), 1150, стр. 32. 

По вопросу о главных предшественниках Эйлера в этой области — Катальди, 
Валлисе и Броункере — отсылаю читателя к подробному исследованию 5. айп ег, 
„Зфома ЧеПо зУПирро ЧеПа {феома ЧеПе Ёа21от! сопбтие Йо аГЕщег“, ВиЦейпо 
4 БЬИодтаНа ве 4& зютма @4еЙе ссдепеге пиетайсйе ри. аа В. Вотсотрадт, УП, 
Вота 1874, 213—254, 451—502, 533—596. | 

Научное изложение теории непрерывных дробей мы впервые встречаем у Гюй- 
генса (Ниусетз, „ПеземрИо алботай р1апефагип “). Гюйгенс понял уже, насколько 
удобно, когда числителями непрерывной дроби являются единицы, и пишет, непре- 
рывную дробь в виде 


п-- 1 
Ь —-. 


Далее он находит подходящие дроби. Он отправляется от положения Евклида (У, Г): 
если из двух неравных чисел меньшее раз за разом отнимается от большего и ка- 
ждый остаток точно измеряет предшествующую ему величину не раньше, чем он 
становится единицей, то заданные числа не имеют общих множителей. Отсюда Гюйгене 
заключает, что числители и знаменатели подходящих дробей не могут иметь общих 
множителей. Далее Гюйгенс обратил внимание и на то, что нельзя найти дробь 
с меньшим числителем и знаменателем, чем подходящая, которая была бы ближе 
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этой подходящей к заданной дроби. Наконец, Гюйгенс отмечал, что значения под- 
ходящих дробей попеременно то меньше, то больше заданной дроби, на что, впрочем, 
указал уже со слов Броункера Валлис (в его „АтИ\тейеа тЯптКогат“, Окефорд 1655, 
см. нгже). Но систематически построенную и обоснованную теорию непрерывных 
дробей дал впервые Эйлер в указанных выше статьях. 


72. (& $ 362.) Это утверждение, вообще говоря, верно лишь в том случае, 


1 
когда а=в ==... =1. Так, для х=1-- — 5 подходящими будут дроби 
15 
“1, а ао абс —- Ва-рас _Т 
1 Ь 6-3 5 


7 
и первая‘ ближе к истинному значению 5» Чем вторая. [Ф. Р.] 


73. (К примеру 2 8 369.) Знаменитую формулу 


Броункер дал в письме к Валлист, о чем сообщает последний в своей „Аг тейез 
пАпогит“, Оксфорд 1655, стр. 182 (Орега та етайеа, т. 1, Оксфорд 1695, 
стр. 355 и сл., особенно стр. 4691). Броункер преобразовал формулу Валлиса 
таким образом: 

5.5 7.7 9.9 


3 
5.44.6 6.8 8.1007 * 


74. (К примеру 3 5 381.) Разложение в непрерывную дробь 


Эйлер дал впервые в статье „Ое апеНоп из сот пи1$“, Соттет. асаа. с. Реор.., 
9 (1737), 1744, стр. 98 и ел. [Ф. Р.] 


1) ГеопВага! Еует! Орега ошта, серия 1, т. 1, стр. 507. [Ф. Р.] 
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15. (В 5 382.) Упоминаемая здесь задача Валлиса изложена им в Орега шаёбе- 
тшаса, т. П, Оксфорд 1693, гл. 98—99, стр. 418—429. Ср. также гл. 56—61 
стр. 232—250. [Ф. Р.] 


76. (К примеру 15 382.) Агемтейез Орета, ед. Г. [. Нефегсо, т. [, Лейпциг 1880, 
стр. 257. 

Меций (Ад! апоз Мейи$) — псевдоним Адриана Антонисзона (Атазл Апёот152001п), 
нашедшего п с большой точностью !) в книге „АгИьтейсае Ног! до“ и „Сеотейлае 
41рт1 УГ, Лейден 1626; см. „беотейчае“` часть первая, гл. Х. См. книгу Ф. Рудио, 
указанную на стр. 329. [Ф. Р.] 
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ОПЕЧАТКИ 


Стр. Строка Цапечатано Должно быть 

13 16 снизу 27 гп 

61 15 „ 1—2— 2 12—22 

69 11 , _— ат — |, 81 — «В -- аб — ат — Ь Вт — ов -{ 5 

ст т ест 
154 1, — е— се 2 — ее —е ° 
154 11 „ =9уУ—1 е=9у—1 
309 8, круга. круга [73]. 
320 |5 ибсверху 1461 1461 
118 118 


Все опечатки — по вине типографии. 


Зак. 3250. Эйлер. Введение в анализ бескомечно малых. 


ВВЕДЕНИЕ 

— В АНАЛИЗ 
и ОЕСКОНЕЧНО 

`` МААБСХ 


. 


